Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Suites de fonctions

Exercice 1 [n° 5-cours et une application]. 1. Soit (f5) une suite d’applications de I dans R, convergeant uniformément vers f sur
et (zn) une suite quelconque de I. Prouver que hT frn(zn) — f(zn) =0.
n— oo

2. Application. Soit f € CO(RT,R), non identiquement nulle sur R, telle que : f(0) =0 et lil_T'_l flz)=0.
xr— oo

Etudier la converge simple et uniforme sur Rt de la suite de fonctions (f,,) définie par : Vo € R, f,(x) = f(nz).

Une solution. 1. Soit € > 0. Comme (fr) CVU vers f sur I, il existe N(¢) € N tel que Vn > N(¢), Vz € I, |fn(z) — f(z)| < e (x). En
considérant x = x,, dans (x) on a en particulier : Vn > N(e), |fn(zn) — f(zn)| < e. Ainsi pour tout € > 0, il existe un entier N(e) tel que
vn > N(e), |(fn(zn) — f(zn)) — 0] < e. On reconnait alors la définition formalisée de : hT fn(@n) — f(zn) = 0.

n—-—1+0oo

2. i) Les hypothéses faites sur f impliquent que (fn) CVS sur R* vers la fonction nulle 6 (distinguer deux cas : z = 0, = > 0).

i1) Utilisons 1. et un raisonnement par I’absurde pour montrer que (f») ne converge pas uniformément vers § sur RT. Par hypothése sur f,

il existe un réel zo > 0 tel que f(xo) # 0. Considérons x, = 22, n € N*. La suite (z5) est une suite de ]0, +ool. Si (fn) CVU vers 6 sur R,

d’aprés 1. on aurait lirf fn(zn)—0(zn) = 0 ce qui est faux car Vn € N*, f,,(zn)—0(2n) = f(x0) donc hrf (fn(zn)—0(zn)) = f(zo) # 0.
n—-+0oo n——+0oo

Exercice 2 [n°® 15-TD 4]. Soit (fn)nen une suite d’applications de I dans R, convergeant uniformément vers f sur I.

Etudier la convergence simple et uniforme sur I de la suite de fonctions (%)nel\%
n
Une solution. Soit n € N. Posons, pour tout = € I, )= ——"—cetglx) = —F——.
gn () 1+ f2(z) 9(z) 1+ f2(z)

a) Etude de la convergence simple sur I de la suite de fonctions (gn).

Comme la suite (fn) CVU vers f sur I, la suite (fn) CVS vers f sur I, c’est-a-dire que Vz € I, ngrfoo fn(x) = f(z). On en déduit
immédiatement, d’aprés les opérations sur les limites de suites convergentes, que nll)I:{_loo gn(z) = g(x). Autrement dit, la suite de fonctions
(gn) converge simplement sur I vers g.

b) La suite de fonctions (gn) converge-t-elle uniformément vers g sur I ?
Soit € > 0. Existe-t-il un entier N (ne dépendant que de ¢) tel que Vn > N, Vz € I, |gn(z) — g(z)| < e?

Commengons par transformer g, (z) — g(x) en mettant f,(z) — f(x) en facteur :

(@) — g(z) = fn@)  f@)  _ fal@) = f(@) + @) 2 (@) - fR (@) (2)
1+ f3(x) 1+ f2(2) (1 + f2(@) (1 + f2(2))
(14 f2(@) (1 + f2(2))
(fn(@) — f(2)(1 — fn(z)f(z))
1+ f2(@) (1 + f2(2))

On déduit des propriétés de la valeur absolue que :

|fn(z) = f(@)[[1 = fn(z)f(2)]

N (R () (REI)
o ) —S@I0 @I @)
= 0 RE @)
) 1 @)~ F@ @ @)
= @I T R 0 @)
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car pour tout réel a, a < %(1 +a?).

Comme la suite de fonctions (fr) converge uniformément vers f sur I, il existe un entier N (ne dépendant que de €) tel que
4
Vi 2 N Vo € 1 |fa(e) - f(2)] < S
et pour cet entier N, on obtient avec (x) que :

4
vn 2 N, Vo €1, |gn(z) —g(2)| < - ce=e

o

Donc la suite de fonctions (gn) converge uniformément vers g sur I.

Exercice 3. [1. du n° 21-TD 4]. On pose pour tout n € N* et tout z € R, f,(z) = (1 — E)" siz €[0,n] et fn(z) =0siz>n.
n

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fp)nen+ sur RT.

Une solution. Soit x € Rt. Soit N(z) l'entier |2] + 1. Pour tout n > N(z), on a : z < n et donc fn(x) = (1 — £)™. Par conséquent :

T z z 1
lim fao(z)= lim (1-2)"= lim "™0-%) = lim ("2 t04(Z) = Jim e #T04+00(1) = ¢—2,
n—-+oo n—-+4oo n n—-+oo n—-+oo n——+4oo

La suite de fonctions (fy) converge donc simplement sur Rt vers la fonction f : z + e™%.

1



Exercice 4. Soit a € R. On considére, pour tout n € N*, la fonction f, définie sur [0, +oo] par :
Vo € RT, fo(z) = z(1 4 n%e™ ™).
1. Montrer que la suite de fonctions (f,)nen+ converge simplement sur Rt vers une fonction f que I’on précisera.

2. Déterminer les réels a pour lesquels la suite de fonctions (fy)nen* converge uniformément sur R .

1
3. Déterminer lim (1 + vne %) dzx.

n—-—+oo 0

Une solution. 1. Pour tout n € N*, f,,(0) = 0. Donc lir_E fn(0) = 0. Et, pour tout z > 0, hr—E fn(z) =2 car lim n% ™ "% =0
n— o0

n—-+oo n——+oo
Rt — Rt

(propriété de croissance comparée). En conclusion, la suite de fonctions (f,)nen+ converge simplement sur Rt vers f : " o "

2. Soit n € N*. Considérons dn (z) = fn(z) — f(z) = nxe "%, x € RT. La fonction (positive) dy, est dérivable sur RT avec :
vz € RT, d,(x) = n®(1 — nzx)e ™*.

Comme d, (z) > 0z < %, dr, est donc croissante sur [0, %] et décroissante sur [%, +ool.
Par conséquent, d,, est majorée sur RT et plus précisement :

1
sp = sup |fn(z) — f(z)| = max dp(z) = dn(—) = n% le~ 1,
z€ERT zeRT n

Par définition, la suite de fonctions (fn)nen+ converge uniformément sur Rt vers f si et seulement si lir}rl sp = 0.
n— oo

Donc la suite de fonctions (fn)nen+ converge uniformément sur RT vers f si et seulement si a < 1.

3. Dans cette question, a = % et la suite de fonctions (fn) est une suite de fonctions continues sur [0, 1], qui, d’aprés 2., converge

uniformément sur R*, donc sur [0, 1], vers f : x> x.
Donc, d’aprés le théoréme d’interversion limite et intégrale, on peut affirmer que :

1 1 1
1
ngrilooln:ngrfoo/() fn(:p)dx:/(; f(z)d:v:/o mdx:i.

Remarque. On peut retrouver ce résultat en calculant I,,, a ’aide d’une intégration par parties :

e~ nT e ™ 1

1 1 1 1 1 1
I — d I P — _ 1 7/ —nz g - - _ -
n /Oxz+\/ﬁ/0 ze x 2+\/ﬁ([ z— ]0+n Oe z) 5 \/ﬁ+n%

(1—e™™)

1
d’'ou lim I, = —.
n—-+oo 2



