Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Séries de fonctions

Exercice 1.

x
1. Soit z € R. Prouver la convergence de la série Z (1 = cos(—))-
n

n>1
+oo x
2. On pose, pour tout z € R, f(z) = E (1 —cos(—)).
n
n=1

2
2. a. Vérifier que Vt € R, 1 —cost < 5

2. b. Prouver que f est continue sur R.
2. c. Prouver que f est de classe C! sur R et préciser f/(0).

Indications.

SR

1. Utiliser la régle de ’équivalent de signe constant. On rappelle que 1 — cos(t) R
2

2. a. Etudier les variations sur Rt de la fonction : ¢ — % — (1 —cost).

2. b. Comme f est paire, il suffit de prouver que f est continue sur RT. Soit up(z) = 1 — cos(5), n € N*, z € R. On déduit de 2. a. que

la série de fonctions Y~ u, CVN (donc CVU) sur tout segment [a,b] C Rt (en fait sur tout segment [0,b] C RT) : la série Z llunlloo,ja,b)
n>1
b2
converge par comparaison de termes positifs car Vn € N*, |[unlloo,(a,p) = sup |un(®)] = sup un(z) < —— et la série de Riemann
z€[a,b] w€(a,b] 2n
1
Z — converge. Et on conclut avec le théoréme convergence uniforme et continuité.
n
n>1

2. c. Chaque fonction un est de classe C! sur R : Va € R, u/,(z) = % sin(;%). La série de fonctions 3~ uj, CVN (donc CVU) sur tout
. « « 1 L.
segment [a,b] C R (en fait sur R) car Vn € N*, Vz € [a,b], |ul,(z)| < n% (donc Vn € N*, ”u;zHoo,[a,b] < 3 et la série Z Hu/n”oo,[a,b]
n>1

converge par comparaison & une série de Riemann convergente). Conclure avec le théoréme convergence uniforme et classe C! (de "dérivation
terme A terme").

—+oo +oo 1 x +oo 1 —+oo
On a donc : Vz € R, f'(z) = Z ul (z) = Z = sin(ﬁ) et en particulier f/(0) = Z 3 sin(0) = Z 0=0.
n=1 n=1 n=1 n=1
me—n:c

Exercice 2 [n° 15-TD 5]. Posons pour tous n > 2 et € R, un(z) =

—+oo
T Soit f(z) = ngzun(z), z eR.

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Montrer que la série de fonctions E Uy ne converge pas normalement sur RT.

n>2
+oo
3. (*) Pour tous n > 1 et z € R*, on pose : Ry (z) = Z ug(z).
k=n+1
T e—(nt+l)x

3. a. Justifier que Vn > 1, Vx > 0, |Rn(z)| < mﬁ

3. b. Soit g la fonction définie sur Rt par : g(0) = 1 et g(x) = % siz > 0.
e
Vérifier que g est continue sur RT et préciser lirf g(x). En déduire que g est majorée sur RT.
Tr—+00

4. Prouver que f est continue sur RT.

x
Indications. 1. Le domaine de définition de f est RT : Si z > 0, utiliser la comparaison : Vn > 2, 0 < u,(z) < ﬁ(efz)”.
n
Siz <0, li{l‘} un (z) = 400 par croissances comparées. Et si . =0, - --
n— [e @)

2. Etudier les variations de la fonction (positive) u, sur R*. On en déduit que u, est maximale sur Rt en 2 = % :

1 1 1
llunlloo g+ = un(;) T enhn
et on justifie par comparaison série-intégrale que la série de Bertrand Z diverge.
e Inn
+oo
3. a. Remarquer tout d’abord que |Ry(z)| < —r Z (e~ )k,
In(n+1) M

3. b. Vérifier que g est bien continue a droite en 0. On a : liT g(z) =0.
r— oo

4. En déduire que la série de fonctions Z un converge uniformément sur Rt et utiliser le théoréme CVU et continuité pour conclure.
n>2



+
8

z" z™
Exercice 3 [n® 20-TD 5]. 1. a. Soit z €] — 1, 1[. Montrer que la série Z — converge. On pose : S(z) = —
n>1 n=1 "

1. b. Prouver en utilisant le théoréme de dérivation terme & terme d’une série de fonctions, que S est de classe C! sur 1—-1,1]

et calculer S’(z) pour z €] — 1,1[.
1. c. En déduire que Vz €] — 1,1[, S(z) = —In(1 — z).

+oo
" cos b
Soit @ €] — 1,1[ (fixé). On pose : fo(0) = 3 =217 g eR.
n
n=1

2. Montrer que f; est définie et continue sur R.
3. Justifier que f, est de classe C! sur R et calculer f.(6), 6 € R.

1
4. Déduire de ce qui préceéde que VO € R, f,(6) = -5 In(1 4 2% — 2z cos §).

s
5. Déduire de ce qui précéde la valeur de / In(1+ z2 — 2z cos 0)de.
0

Une solution. La question 1. est une "question de cours". On y établit ce qu’on appelera bientot le "développement en série entiére"
(DSE(0)) de —In(1 — z) sur | — 1,1].

n
1. a. Pour tout n € N*, |z—| = 21 < |z|™ et la série géométrique Z |z|™ converge car |z| € [0, 1].
n n a1
xn
D’ou la convergence absolue (et donc la convergence) de la série Z — par comparaison (de termes positifs).
n>1

zn
1. b. Posons pour tous n € N* et z €] — 1,1, un(x) = —. On constate que :
n

i) Chaque fonction uy est de classe C! sur | — 1,1 : Vo €] — 1,1], u),(z) = 2™~ 1.
i) La série de fonctions Z uy converge simplement sur | — 1,1[ d’apreés 1.
n>1

iii) La série de fonctions Z ul, CVN (donc CVU) sur tout segment [a,b] C] — 1,1] : en effet, u/, est bornée sur [a,b] avec :
n>1

‘nfl )nfl

[ lloo,fab) = sup |up(2)| = max |z[""" = max(|al, b]
z€[a,b] z€lasb]
et la série Z llur |10, [a,b] 5 Cest-a-dire la série géométrique Z max(|a|, |b])", converge car max(|al, |b]) € [0, 1].
n>1 n>0

Le théoréme de dérivation terme & terme de la somme d’une série de fonctions permet alors de conclure que S € C 1(] —1,1[,R) avec

—+o0 —+oo —+oo
vz €] —1,1], S'(z) = Z up (x) = Z Tl = Z z" =
n=1 n=1 n=0

1. c. Comme ] — 1,1[ est un intervalle, d’aprés 1. b. il existe C € R tel que Vo €] — 1,1[, S(z) = —In(1 —z) + C. Or S(0) = 0 donc C = 0.
On obtient finalement le DSE(0) de —In(1 — z) sur | —1,1[ :

1

1—z

+oo zn
vz €] — 1,1], E — =S5(z) = —In(1 — z).
n
n=1

™ cos(nd
2. Posons, pour tous n € N* et 6 € R, v, (0) = o™ cos(nf) )
n

a) fz est définie sur R : en effet, pour tout 6 € R, la série Z v (0) converge absolument par comparaison (donc converge) car
n>1

_ [2[*cosmO)] _ |=I"|

¥ € N*, |va(6)| B < o (1)

n
et la série géométrique Z |z|™ converge car |z| € [0, 1].
n>1
b) fx est continue sur R par le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions continues puisque :
i) chaque fonction v, est continue sur R (car cos et § — nb sont continues sur R),
i1) La série de fonctions Z vp, CVN (donc CVU) sur R (et a fortiori sur tout segment [a,b] C R) : en effet, d’aprés (1) chaque fonction vy,
n>1
(de la variable 0) est bornée sur R avec : ||vn|loo,r < |2|", donc la série Z lvn]loo,r converge par comparaison de termes positifs sachant
n>1
que la série géométrique Z |z|™ converge.
n>1

3. i) Chaque fonction v, est de classe C* sur R : V0 € R, v/,(8) = —x™ sin(nd),

1) La série de fonctions E vp, converge simplement sur R d’aprés 2.
n>1

iii) La série de fonctions Z v, CVN (donc CVU) sur R (a fortiori tout segment [a,b] C R) car v/, est bornée sur R avec :
n>1

s
[vplloo,r = sup |vy, ()] = |vp, (5-)| = |z|™
ek 2n
2



et la série (géométrique) Z [|v},]|co,r cOnverge.
n>1

Le théoréme de dérivation terme & terme de la somme d’une série de fonctions permet de conclure que fr € C 1(R7 R) avec

“+oo

“+oo
VOER, f1(0)=> v,(0)=—_ z"sin(nd).
n=1

n=1

Cette derniére somme se calcule classiquement en remarquant que : ™ sin(nf) = z"Im (%) = Im (z"e"™?) = Im ((xe?®)").

Comme |ze??| = |z| < 1, on a donc :
+oo ) +oo ) +oo ) +o0o ) 1
f2(0) = = > Im ((2e)") = ~Im (D (2z¢’)") = ~Im (D (ze’)" —1) = ~Im (D (ze’)") = ~Im (T o)
n=1 n=1 n=0 n=0
1 1—ze 1 — z(cosf — isinb) 1 zsin 6
(@] — = - —— = d I —) = t final t:
"1 et (1 — zei?)(1 — ze—9) 1_2zcosfta2 ¢ (l—xe“g) 1 2zcosf a2 O emen

xsin 6

! —
VOER, fo(0) = — TG cost 1 22

4. Posons pour tout 8 € R, g(0) = In(1 + 22 — 2z cos 0). La fonction g, (de la variable 0) est dérivable sur R avec :
2z sin 0
YOER, g,() = ———— = —2f(0
9:(0) = T 5 o0 1 22 f2(0)

donc il existe K € R telle que V0 € R, f2(0) = —1g.(0) + K.
En particulier pour § =0, on a : f(0) = —%gI(O) + K. D’aprés 1. c.

+oo R
f2(0) =3 — =—In(1-=2)
n=1
et comme 1 —x > 0, go(0) = In(1 + 22 — 2z) = In((1 — 2)2) = 2In(1 — z). D’ott —In(1 — 2) = —In(1 — z) + K, c’est-a-dire K = 0.

Finalement : 1
V0 €R, fz(0) = -5 In(1 + z? — 2z cos h).

™ ™
5. Posons I = / In(1 4 2% — 2z cos6) df = —2/ fz(0)d6. D’apres ce qui précéde, on a :
0 0

et d’aprés 2. la série de fonctions Z vy, est une série de fonctions continues (de la variable 0) qui converge uniformément (vers sa somme
n>1
faz) sur R (donc a fortiori sur [0,7]). Le théoréme d’intégration terme a terme (CVU et intégration) permet alors de conclure que :

+o0o T ‘oo Lp " +o0o o +oo
r=-2% / on(0)do =23 / T cos(n)do = —23" L [sin(n)]f = -2 0=0
n=1 0 n=1 0 n n=1 n n=1

car, pour tout n € N, sin(nw) = 0.



