Aux futurs étudiants de PC,

Il faut avant tout vous reposer aprés cette année de PCSI bien remplie, mais aussi penser & préparer raisonnablement ’année
de PC pendant ces vacances d’été. Il serait bon de commencer & reviser au moins trois semaines avant la rentrée.

Comme nous allons commencer par des révisions sur les suites, puis approfondir le cours sur les séries, je vous invite a retra-
vailler attentivement le cours et les exercices de Mme Ploquin sur les suites, les séries, I'intégration sur un segment
et les développements limités. Vous trouverez ci-dessous une généralisation du théoréme de Césaro et trois énoncés de devoirs
(corrigés) sur les suites que vous pouvez étudier pour vous entrainer.

J’al joint également le cours (trés important) sur les séries que nous étudierons en septembre 2024 et je vous propose enfin de
travailler divers exercices de révisions (avec corrigés).

Bonnes vacances a tous.
D. Guibourg.

I. Une généralisation du théoréme de Cesaro. Applications.

Soient £ € R et (un)nen+ une suite réelle telle que lim wu, = £. Soit (an)nen+ une suite de réels strictement positifs telle que

n——+4oo

lim (o1 + -+ an) = +o0.

n—-—+oo

o . o a1ul + -+ anu
On considére la suite (vp)nen+ définie par : Vn € N*, v, = 1 + T Qnlin

ar+ -+ an
1. Etude de la convergence de la suite (vn)nen=-
1. a. Soit € > 0. Soit N € N* tel que Vn > N, |u, — €] < %
Vérifier que ¥n > N, |v, — ¢] < onfur — £+ + anfuy — 1| + <.
ag + e + QO 2

1. b. En déduire que lim v, =£.

n—-+oo

. . . = . . 2 e Y4
1. c. Application. Soit n € N*. Simplifier Zk et déduire de 1. que hrf w1t 2u2 +2 + nun = ok
n—-+o0o n
k=1

2. Soient (an)nen+ €t (bn)nen+ deux suites de réels strictement positifs telles que ar, ~ by,.
n— oo

Pour tout n € N, onnote : A, =a1 +---+an et B, =b1 +---+by.
On suppose que lim B, = 4oo. Déduire de 1. que A, ~ B,.
n—-+oo n

—+oo

3. Deux applications de la question précédente.

1
3. a. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers +oo, de In(n + 1) — In(n), et déduire de 2. que Z Tl In(n).
k=1
3. b. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers 4+o0, de ¥/n + 1 — /n, et déduire de 2. un équivalent simple, quand

n tend vers +oo, de —.
=1 k3



Solution proposée.

1. a. SoitnGN*.Ona:vnféza1u1+"'+a"u"762al(u1_€)+”'+a"(un_£)_
a1+ Fon a1+ F oy

En utilisant P'inégalité triangulaire et la stricte positivité de la suite («,), on obtient que pour tout n > N :

ailur — Ll 4+ -+ anlun — € +anp|ungr — O+ -+ anlun — £

v, — 4] <
ap+ -+ an
atlui =€+ ---+anluv =4  ant1+--tan €

< + - — car |u —l <5 un— € < 5

- a4+ an ar+-Fon 2 uver =t < 5 | <2
4 .y

< ailur — L4+ -+ anlun |+§(*)
O¢1+"'+an 2

AN41+ - Fan

car, par stricte positivité de la suite (an), 0 < ant1+ - +anv < a1+ -+ + a, donc 0 < — 1.
a4+ -+ am
1. b. Notons C' la constante ay|u; — €| + - -+ + an|un — £]. Comme lim «; +- -4+ an, =400, lim ——— = 0. Donc
n—-+4oo n—-+oo (V1 —+ -4+ (075

¢ <&

a4 - + Qpn 2

L’inégalité (x) obtenue en 1. a. implique alors que, pour tout n > N” = max(N, N'), |v, — £|] < e. En résumé, pour tout € > 0,
il existe N € N* tel que pour tout n > N”| |v, — £| < &. On reconnait la définition formalisée de lilf vy = L.

n—-+oo

il existe N’ € N* tel que Vn > N',

Remarque : Ce résultat s’applique avec o, = 1 pour tout n € N* car a, > 0 et hT ai + -4+ anp = +o00.

Ce cas particulier nous redonne le théoréeme de Cesaro usuel : si liT Up = £, 11111 it un £.
n—-+oo n—-+oo n
2 e " 2 e "
1. c. SoitnEN*.Posonsvn:u1Jr uz ¥ ¥ Rt etwn:ule u2 + + nu .
1+---4+n n?
u n(n+1) - . - *
On rappelle que Z k= — On peut utiliser le résultat obtenu précédemment avec o, = n, n € N*, car a,, > 0 et
k=1
- 1
lim o1 +---+a, = lim k= lim M:+oo,
n—-+oo n—-+oo — n—-+oo 2
d’ou lirf Uy = 4.
1 1 1
Comme w, = wvn, on a finalement lim w, = lim M - lim w, = =4.
2n? n—-+oo n—+too  2n2 n—+4oo 2
2. Posons, pour tout n € N*, u,, = Z—n et a, = b, > 0. Par hypothése, lilf un, =1 et

lim (ca 4+ -+ an)= lim B, =4oc0.

n—-+oo n—-+oo

. . A .
Comme ajuy + -+ @pty, = a1+ -+ -+ an, = Ay, on a donc directement, d’aprés 1. b. hrf B—n =1, c’est-a-dire A, fjr B.

3. a. Posons, pour tout n € N*, a,, = In(n + 1) — In(n) et b, = % Ces deux suites satisfont aux hypothéses de la question 2.

1 1
En effet : ap > 0 (car In est strictement croissante sur |0, +00[), bp > 0, an ~ by car ap = In(1+4 =) N puisque
n—-+o0o n n—+oo M
1 1
lim — =0etIn(l+2z) =2+ o0o(x), et enfin lim B, = lim — = 400 (série de Riemann divergente). Comme, par
n—+oo N n—-+4oo n—-+4oo 1
telescopage,

n

Ap=> ar=> (In(n+1)—In(n)) =In(n+1),

1 1 1
d’aprés 2. : ; Tl In(n+1). Or In(n+1) = In(n) +1n(1+ %), donc HETOQ % = 1, c’est-a-dire que In(n + 1) e

T On retrouve ains equiva ent ¢ assique : E — ~ n

5. Ces deux suites satisfont aux
3

3. b. Méme démarche qu’en 3. a. Posons, pour tout n € N*, a, = ¢/n+1— Jn et b, =

n
hypothéses de la question 2. En effet : a, > 0 (car z +— 3 est strictement croissante sur RY), b, >0, an ~ by, car

]

an = Ya((1+ 2)

ol

—1) ~ 1

n—-+o0o 377,%

3



n

1
puisque lirf —=0et (1+ m)% =1+ ém + oo(z), et enfin lirf B, = lirf 17 = +o00 (série de Riemann divergente
n—-+oo N n—-+4oo n—-+oo 3
k=1

vers +oo car d’exposant % < 1). Comme, par telescopage, A, = Zak = Z(\S/k +1-— %) =Vn+1—-1 ~ n, daprées

— 4
k=1 k=1
2.:B:1n—1 ~ A ~ {“/ﬁd’oﬁ;—l ~  3¥n.
" 3 =1 k% n—-+4oo " n——+oo ’ =1 k,% n—-+4oo

II. Trois devoirs corrigés pour s’entrainer.

Devoir n° 1.

Exercice 1. Soit (un)nen une suite de réels positifs telle que :

Un + Un+1

VTZ € N, Un+2 S 2

1. On pose : My, = max(Un, un+1), » € N. Prouver que la suite (My)nen converge.
On note ¢ = lim M,.

n——+oo
2. a. Soit € > 0. Justifier 'existence de N € N tel que pour tout n > N, ¢ < M,, < {+e.
2. b. Prouver en raisonnant par ’absurde que pour tout n > N, u,, > £ — 4¢.
3. Prouver que lim wu, = /.

n—-+4oo
Exercice 2.
A. Rappels sur les sommes de Riemann.
Soit f une fonction continue de [0,1] dans R. Il a été admis, dans le chapitre intégration du cours de mathématiques de PCSI,
que :

tm =50 = [ 1@ )

n—+oo N
k=1

Le but de cette partie A. est de démontrer I’égalité (1) sous une hypothése plus forte sur f.

1. Soient C' un réel positif et f une application C-lipschitzienne de [0, 1] dans R.
a. (Re)démontrer que f est continue sur [0, 1].

b. Vérifier que . . .
| r@ar= 23 =30 1 (@ - 1) d

! I~k C
. sdui Y (e .
c. En déduire que |/O f(x)dx - k:1f(n)\ <5 et prouver (1)

d. Dans cette question, f est une fonction de classe C* de [0, 1] dans R. Prouver (1).

B. Application. Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. On considére, pour tout n € N*,
- 1,k
=TT+ =£(2).
u klill( + 1)

1. a. | f] est-elle bornée sur [0,1]?

1. b. Prouver qu’il existe N € N* tel que Vn > N, Vk € {1,...,n}, %|f(%)| <1
2. Vérifier que Vo € [-1, 3], 2 — 2 <In(l1 +z) < z.

3. Montrer que la suite (u,) converge vers une limite que 1’on précisera.

Indication : considérer In(u,) avec n > N et utiliser (1).

Exercice 3. Soient f une bijection de N dans N et (un)nen une suite de réels positifs.

On pose, pour tout n € N, S, = Zuk et T, = Zu-f(P)'
k=0 p=0
On suppose que la suite (S, )nen converge et 'on note S sa limite.
1. Prouver que la suite (7% )nen est croissante et convergente. On note 7" sa limite.
2. Prouver que T' < §S.
3. a. On note, pour tout ¢ € N, a; I'unique antécédent de i par f.
Vérifier que Sn < Thax(ag,...,an)-
3. b. Prouver finalement que T' = S.

Corrigé du devoir n° 1.




Un + Un+1

Exercice 1. 1. Par définition de My, on a : u, < My, tunt1 < M, et donc up42 < < M,.

Par conséquent, My41 (qui est égal & unt1 OU Un42) est inférieur ou égal & M,,. La suite (M) est donc décroissante. Or (My)

est minorée par 0, donc (M,,) converge vers un réel £ > 0.

2. a. La décroissance de (M,) implique que Vn € N, M,, > ¢. Considérons ¢ > 0. Comme ¢ = 11111 M, il existe un entier
n— oo

NeNtelqueVn >N, M, <{l+e. AinsiVn > N, L < M, </{+e.

Un + Un+1 %

< /-
<t-5

2. b. Supposons 'existence d’un entier n > N tel que u, < £—4e. Comme Un+1 < My, < L+e,0n a tnto <

Un41 + Un+2

€ € . .
et Unts < </{-— 1 D’ott My4+2 = max(un+2, unt+3) < £ — — ce qui contredit 2. a.

4
3. Regroupons les résultats obtenus en 2. a. et 2. b : Soit € > 0. Il existe N € N tel que Vn > N, { — 4e < u,, < M, < £+ € ou
encore tel que Vn > N, £ — 4e < up < £ + 4e. Ce qui prouve bien que lirf Up = L.

n—-+oo

Nota Bene : si le 4c vous dérange, considérer un réel € > 0 (quelconque). Poser e = —. D’aprés 2.a et 2. b. il existe N € N tel

¢
1
3

que¥n > N, L — & <un <L+¢€' ce qui est bien la définition formalisée de lir_~1_1 Un,
n— o0

Exercice 2. Partie A. Notons I = [0, 1].
1. a. Soit a € I (quelconque). Comme 0 < |f(z) — f(a)] < C|x — al, le théoréme des gendarmes donne : lim |f(z) — f(a)] =0,

r—a
c’est-a~dire lim f(z) = f(a). L’application f est continue en a. Donc f est bien continue sur I.
r—a

1. b. La relation de Chasles et la linéarité de I’intégrale nous donnent :

NGRS SOED O MO ED S MFTGLEED 9 AR GO BRI
0 k=1 k=1""7n k=17 "o k=1" "%

1. c. D’aprés la question précédente, f étant C-lipschitzienne, on a :

! 1,k
|/ f)de =3

Il
?r\
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k=1 "%
1k k
< Oy -yt e,
k=1
< 1 _C
- 2 n? 2n
k=1

C 1
Comme lim o = 0, le théoréme des gendarmes (de limite par encadrement) permet d’affirmer que la suite (\/ f(x)dz —
n 0

n—-+o0

1~k 1~k
— E f(=)])nen+ converge vers 0 ou, de fagon équivalente, que la suite (— E f(=))nen+ converge vers fol f(x)dz.
n n n n

k=1 k=1

1. d. Par hypothese, f est dérivable sur I et f’ est continue sur I. En particulier, |f’| (continue sur I) est majorée sur I. Soit

M = ma;<| f'(z)|. Considérons (z,y) € I* (on peut supposer z < y). D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe
fIS

c €]z, y[ tel que f(z) — f(y) = (x—y)f'(c). On en déduit que |f(z) — f(y)| < M|z —y| ce qui prouve que f est M-lipschitzienne

sur 1. D’ou (1) par la question précédente.

Partie B.

1. a. | f| est majorée sur I car, d’apreés le cours sur la continuité, toute fonction continue d’un segment quelconque [a,b] (a < b)
a valeurs R est bornée sur [a, b] (et atteint ses bornes).

1. b. Remarquons que Vk € {1,...,n}, S € [0,1]. Soit M = m{z&}i] | f(z)]. Soit N € N* tel que N > 2M. On a alors :
z€|0,

1
Vn> N, Vke{l,...,n}, E|f(%)| <

2|5

<1l
-2

2. L’encadrement demandé s’obtient en étudiant les variations des fonctions x +— In(1 4+ z) — = et = +— In(1 + z) — = + z° sur

["%v ]'

(SIS



3. Soit n > N. Comme Vk € {1,...,n}, %f(%

11
) € [75, 5}, on a d’aprés la question précédente :

N

S GGy ema+ iy <

et en sommant :

SR = 2 IS <) < 25T A(E). ()

n

1 n k 1 1
D'aprés (1), lim — ky de. C 2 est conti 0,1 i diapres (1), lim
apres (1), LAm ;f(n) /0 f(z) dz. Comme f? est continue sur [0,1] on a aussi d’aprés (1), L ;(f(

e =
/O (f(2))? dz et par conséquent lim == 3°(f(%))2 = 0./0 (f(2))? dz = 0.

n—+oo N N n
k=1

Les deux suites encadrantes dans l'inégalité (x) ci-dessus convergent donc vers fol f(z) dz. Le théoréme des gendarmes nous dit

que la suite (In(urn)) converge également vers fol f(x) dz. Par continuité de la fonction exponentielle, on a donc

lim w, = efo1 f@)dz
n——+oo
: i ke o M? s S ,
Remargue. L’encadrement 0 < — (f(=))" < — et le théoréme des gendarmes permettent d’obtenir plus simplement que
n n n
k=1
lim L En (f(ﬁ))2 = 0 (sans faire appel au résultat (1) sur les sommes de Riemann).
n—+oo n2 n

k=1
Exercice 3. La suite (S,) est croissante car pour tout n € N, Sp41 — Sp = unt+1 > 0 et comme par hypothése (S,) converge
(vers S), on a donc pour tout n € N, S, < S (%x).

1. La suite (T,,) est croissante car pour tout n € N, T11 — Tn = up(n41) > 0. De plus, comme f est bijective, les entiers
f£(@0),---, f(n) sont distincts et comme la suite u est positive, on a donc pour tout n € N,

Tn=upo)+ .-+ Upm) < U+ -0 F Umax(£(0),,f(n) = Smax(£(0),-,f(n)) (¥ **)

Par exemple, si f(O) =4, f(l) =2et f(2) =1,T =ug +us +ur <wug+ ur +us + us + ug = Sy.
D’aprés (#*x*) et (xx), on a alors, pour tout n € N, T3, < S. La suite (croissante) (7,) est donc majorée (par S). Par conséquent,
la suite (75) converge.

2. On a montré dans la question précédente que Vn € N, T;, < S. En faisant tendre n vers +oo dans cette inégalité, on obtient
T < S ("passage a la limite dans une inégalité entre deux suites convergentes").

3. a. Essayons tout d’abord de comprendre 'inégalité cherchée & I’aide d’un exemple. Supposons que les antécédents par f des
entiers 0, 1 et 2 soient respectivement 5, 3 et 7, c’est-a-dire que f(5) = 0, f(3) = 1 et f(7) = 2. Alors, comme la suite u est
positive, on a

S2 = uo +ur +uz = Ups) +usE) T Uupr) S Up) +oo Fuper =Tn
car les entiers f(5), f(3) et f(7) sont trois des huit entiers distincts f(0),-- -, f(7).

De maniére générale avec une bijection f quelconque de N dans N, comme la suite u est positive, on a
Sn=uo+ -+ Un =Uf(ag) T+ Up(an) S Up0) + 7+ Uf(max(ag, - an)) = Tmax(ag, - an) (¥ 5%)

car les (n + 1) entiers distincts f(ao),: - , f(an) font partie de la liste f(0),--- , f(max(ao,- - ,an)) d’entiers distincts.

3. b. Comme la suite (croissante) (7},) converge (vers T'), on a, pour tout n € N, T,, < T. Donc, d’aprés (x**x), Vn € N, S, < T
et par passage a la limite, on obtient S < T. D’ou S =T d’aprés 2.

Remarque. Reformulons le résultat obtenu dans cet exercice en utilisant le mot série. On vient en fait de prouver que si la série

—+oo —+oo
a termes positifs ) u, converge, alors, f étant une bijection de N dans N, la série )" uy(,) converge et Zuk = ZUf(k).
k=0 k=0

Devoir n° 2.

. o . R
Exercice 1. Soient a et b deux réels strictement positifs. Prouver que 11111 (%) = max(a, b).

. |
Exercice 2. On note, pour tout n € N*, u,, = Z % et v, = u, — Inn.
k=1

1
1. a. En utilisant la décroissance sur RT™* de I'application x — = , prouver que
T

k+1 k
wzz/'f@sls/ dz.
b T k b1 T



T

n+1 n
Lb.EndéduirequeVnZQ,l—&—/ d—x<un<1+/ dac.
2 1

T
1. c. Prouver que lim wu, = +oo et que u, ~ n(n).
n—-+oo n—-+oo
n+1 1 1
2. a. Vérifier que Vn € N*, vp41 — vp = dx.
q +1 /n (n 1 x)

2. b. Montrer que la suite v est une suite décroissante et convergente.

Remarque : On note ~ la limite de la suite v. Ce réel 7y est appelé constante d’Euler.
2. c. Vérifier que v € [1 —In2,1].

Exercice 3. Soient a et b deux réels strictement positifs tels que a < b.

On considére les deux suites (an)nen €t (bn)nen définies par ap = a, bo = b et :

an +bn S
Vn € N7 an+41 = T7 bn+1 - an+1bn~

1. Vérifier que la suite (bi - ai)neN est une suite géométrique de raison i.

2. Prouver que les suites (an)nen et (bn)nen sont adjacentes.
On note £(a,b) la limite commune des suites (an)nen €t (bn)nen.

3. Soit a = arccos(%).

3. a. Prouver que Vn € N*, b, = b H cos %.

3. b. Prouver que Vn € N*, b,.sin % = b312nnoz.

3. c. Préciser la valeur de £(a, b).
t

1+
1. Soit = € R. Etudier la monotonie et la convergence de la suite (un(z))nen définie par :

Exercice 4. On note ¢ la fonction définie sur R par : Vt € R, ¢(t) =

uo(z) =z, et Vn € N, unt1(z) = @(un(x)).

2. Soit f une application de R dans R, continue en 0, telle que Vz € R, f(z) = f(m

a. Vérifier que Vn € N, Vz € R, f(un(z)) = f(x).
b. Déterminer f.

).

’ Corrigé du devoir n° 2. ‘

n bn %
Exercice 1. Posons un(a,b) = (%) , n € N*. On peut supposer b > a car un (a b) = un(b,a).
Comme b" < a” +b" < 2b", pour tout n € N*, b2 < un(a,b) < b. Or hm 27 n = lirf e win? _ 1, donc, d’aprés le

théoréme des gendarmes, 11111 un(a,b) = b = max(a,b).

3=

Remarquons que si a = b, un(a,b) = un(a,a) = (a™)" =aet lm wunp(a,a)=a = max(a,a)!.

n—-+4oo
Exercice 2.
1. a et 1. b. Voir la page 5 du cours sur les séries (séries de Riemann). La sommation pour k allant de 2 a n des inégalités
obtenues en 1. a. nous donne avec la relation de Chasles ’encadrement demandé en 1. b.

1. c. D’aprés 1. b. pour tout n > 2, 1 +In(n+1) = In2 < u,. Or

liIE 1+In(n+1)—In2 = +oo,
donc d’aprés le cours sur les suites, hT un, = +00. Toujours d’aprés 1. b, on a, pour tout n > 2,
n—-—+oo

1-In2+In(n+1)<u, <1l+1Inn

En divisant par Inn > 0 et en utilisant 1'égalité In(n + 1) = Inn + In(1 + l), on obtient
n

1_1112+1+—1 ln(l—i—l) —g—l +1.
Inn Inn n Inn — Inn
Or lim 1 =0et hm In(1+ 1) = 0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim Un_q,
n—-+oco INN n—-+oo n—+oo INN
En d’autres termes, u, ~ Inn.

2. b. Soit n € N*. vp41 — v, est lintégrale sur [n,n + 1] d’une fonction continue et négative car pour tout x € [n,n + 1],



%ﬂ — 5 < 0. Donc d’apreés le cours d’intégration, v,41 — vn < 0, ¢’est-a-dire v,41 < v,. La suite (v,,) est par conséquent une

suite décroissante. De plus, d’aprés 1. b, pour tout n > 2,
Up i =up—Inn>1—-In2+In(n+1)—Ilnn>1—1In2

car In est croissante sur RT* et on a aussi v = 1 > 1 —1In2. Ainsi la suite (vp)nen+ est minorée par 1 — In2.
La suite (vn), décroissante et minorée, converge donc par théoréme.

2. c. D’aprés 1. b. on a, pour tout n > 2, 1 —In2 < v,, < 1. En passant a la limite dans cet encadrement (on peut maintenant
“passer a la limite” car on a établi en 2. b la convergence de la suite (vy)), on obtient 'encadrement souhaité, a savoir 1 —In2 <
v <L

Exercice 3.
On montre facilement par récurrence que les suites (an) et (bn) sont des suites de réels strictement positifs.
bn + an\ bn —an 1

2
5 )( ) ) = 4(b a2). Donc la suite

1. Pour tout n € N, biH — aiH = ap41bn — aiH = an+1(bn — ant1) = (

(b2 — a2)nen est bien une suite géométrique de raison 7.
1o, o 1

2. D’aprés 1. pour tout n € N, b2 — a2 = (Z)”(bo —aj) = (1)"(b2 —ad?).

Donc pour tout n € N, b2 > a2 ce qui implique que
Vn €N, an < by.

a b
D’ow, pour tout n € N, ap4+1 = % > an et bpt1 = vVant1bn < by car apq1 =

est strictement croissante (resp. décroissante). Comme la suite (an) est majorée par b car Vn € N, a,, < b, < b, elle converge
vers une limite A > 0. Idem (b,) converge vers une limite B > 0 car la suite (b,) est minorée par a. Or d’aprés ce qui précéde,

w < by. Ainsi la suite (an) (resp. (bn))

B?> - A®= lim (b2 —da2)= lim (%)"(bQ —ad*)=0.

n——+oo n—-+4oo

Donc A = B et les suites (an)nen et (bn)nen sont bien adjacentes.

3. a. Calculons tout d’abord a1 et b;. Rappelons que Va € R, coslx = 1—1—#5(2:0)'
1 3
Comme a = bcos(a), a1 = a —21_ b_ b t CZOb(a) = bcos2(%) ot

b1 = Vaibg = Vba, = 4/ b? cosQ(%) = bcos(%)

car cos(§) € [0,1] puisque % € [0, 5}

Prouvons maintenant par récurrence que la propriété P, suivante est vraie pour tout n € N* :
Prn << an 7bcos Hcos et bnfbHcos >>

Initialisation. Le calcul précédent des termes a1 et by montre que P; est vraie.

Hérédité. Supposons que la propriété P, soit vraie pour un certain entier n € N*. Montrons Pp1.
En effet, en utilisant P,,, on obtient que :

M‘Q

an + bn ~ a 1l4cos(& « «o «
an+1::T:bH0082—k‘f—bncosz—k)w:os W bHcos—k 'COS(W)
k=1

et, d’aprés le calcul précédent de an+1, on obtient également que :

n+1
. / 2( _ _
bn+1 := \/@nt1bn = 4/ by, cos = by, cos( 2n+1 bHcos - cos( 2n+1 bHcos
k=1

Par conséquent, P,, est vraie pour tout n € N*.

3. b. Rappelons que Vz € R, coszsinz = %sin(Qx). Montrons par récurrence que la propriété Q,, suivante est vraie pour tout
entier n € N* :

a sin «
n by, - — =b-
Q, << sin o 5

Initialisation. D’aprés 3. a., on a effectivement b;.sin & = bcos(%)sin ¢ = £ sin(a).



Hérédité. Supposons que la propriété Q,, soit vraie pour un certain entier n € N*. Montrons Q,, 1.
En effet, en utilisant 3.a. et 9Q,,, on obtient que :

bn+1.sin2%rl =b, ~cos(2%H)~sin T = by, - %sin(%) =b- ;lffly.
b1
Par conséquent, Q,, est vraie pour tout n € N*.
3. c. Rappelons que ili% % = 1. Donc 'nll»g»loo 2" sin(%) = « et finalement d’aprés 3. b.
o= i = o b

Exercice 4.
1. a. Signe des termes de la suite. On vérifie facilement par récurrence que :

Vn €N, un(0) =0 et que Vo >0 (resp. < 0), un(x) >0 (resp. un(x) < 0).

1. b. Monotonie et convergence de la suite. (i) D’aprés 1. a. (un(0)) est la suite constante nulle, de limite 0.
Soit © € R*. Pour tout n € N,
_ un(x) . Un ($)3
Un41(2) — un(x) = 1+ tn(z)? n(z) = 1+ un(z)?

est du signe de —un(x).

(#1) Supposons = > 0. D’aprés 1. a. pour tout n € N, upt1(x) — un(z) < 0. Autrement dit, la suite (un(x)) est (strictement)
décroissante. Comme la suite (un(z)) est positive ... donc minorée par 0, elle converge vers un réel (positif) noté £(z). Or

Uz) = lirf Un+1(z), donc ¢(z) vérifie la relation £(z) = % obtenue en faisant tendre n vers +oco dans la relation de
récurrence Un41(z) = % définissant la suite (u,(z)). Dot £(x)(1 + £(x)?) = 4(z) & £(x)® = 0 & £(x) = 0. Ainsi

(un(z)) est une suite de réels strictement positifs, strictement décroissante, de limite 0.

(#i7) Supposons z < 0. On montre de méme que (u,(x)) est une suite de réels strictement négatifs, strictement croissante, de
limite 0.

2. a. Presque évident! Soit x € R (fixé). Soit n € N. Rappelons que, par hypothése sur f, pour tout ¢ € R, f(liiﬁ) = f(t). En
remplagant dans cette égalité ¢ par u, (z), on obtient f(Hu"i%) = f(un(x)), c’est-a-dire f(un+1(x)) = f(un(x)). Autrement
Un

dit, la suite (f(un(x))) est une suite constante.
Comme son premier terme f(uo(x)) est égal & f(z), on a bien prouvé que Vx € R, Vn € N, f(u,(x)) = f(z).

2. b. Soit z € R (quelconque mais fixé). D’aprés 2. a, la suite (f(un(x))) est constante, de constante f(x), et a donc pour
limite f(z) quand n tend vers +oo. Rappelons que d’aprés 1. lirf un(z) = 0. Comme f est continue en 0, on a également

ET flun(x)) = £(0). Par unicité de la limite de la suite (f(un(z))), on obtient donc que f(z) = f(0).

Cette derniére égalité étant vraie pour tout réel x, on vient donc de prouver qu’une fonction f vérifiant les hypothéses de
la question 2. est constante. Réciproquement, une fonction constante vérifie clairement les hypothéses de la question 2. On

peut donc conclure que les applications f de R dans R, continues en 0, telles que Vz € R, f(z) = f( 5) sont les fonctions

1+
constantes sur R.

Devoir n° 3.

1

Exercice 1. Calculer nﬂr&o kll(l — ﬁ)

Exercice 2. Soit (a,b) € R? tel que a < b.

Soient © = (un)nen €t v = (vn)nen les deux suites définies par : up = a, vo = b, et
1 1
VneN, upy1 = §(2un +vy) et vpg1 = §(u" + 2vuy).

1. a. Soit n € N. Comparer u, et v,.
1. b. Etudier la monotonie des suites u et v.
1. c. Justifier que les deux suites u et v convergent vers une méme limite, notée /.

2. Calculer ¢ en fonction de ug et vo.



Exercice 3. Soient a € R* tel que || < 1 et £ € R. Soit (an)nen une suite de réels telle que lim a, = £.

n——+oo
On considére la suite (u,)nen définie par : Vn € N, u,, = Z a" Pay,.
p=0

1. On suppose tout d’abord £ = 0. Soit N € N tel que Vn > N, |an| < % (1—|a).
1. a. Vérifier que Vn > N, |u |<Z lay| la|™ + <

q n ‘aw . 5
1. b. En déduire que hEIrl Up = 0.
2. On suppose maintenant que ¢ € R*.

. . . . . L
En considérant la suite (b,,) définie par : b, = an, — £, n € N, déduire de 1. b. que 11111 Uy = i
n—-+00 —

3. On considére la suite (v, )nen définie par la donnée de vp € R et la relation de récurrence :

Un41l = QUn + An, N € N.

n—1
11—
3. a. Prouver que Vn € N*, v, = a™vo + E o Pay,.
p=0
3. b. Préciser lim wv,.
n—-+oo

Corrigé du devoir n° 3. ‘

n
Exercice 1. Posons, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, p, = H(l —
k=2

. . k+1 . . 1 n4+1 1 1
pn:k:Q 1:[ 1:[ 1:[ = T2 T2ty

Transformons et simplifions p,, :

1
@)

1 ) . .
Donc lir_~1_1 Pn = 5 Remarque : la suite (pn) est décroissante, minorée par 0, donc... convergente.
n— oo

Exercice 2.

1. a.Soit n € N. On a : Upt1 — Upt1 = é(2un + vp — (un + 2vy)) = %(un — Un).
La suite (un — Un)nen est donc une suite géométrique de raison % d’ou, pour tout n € N,

= v = (3)" (w0 — 0) = (3)"(a = D)

En particulier, pour tout n € N, u, < v, car a <b.

1. b. Soit n € N. D’aprés 1. a., on a : Up+1 — Un = %(vn —Up) > 0 et Vpp1 — U = %(un — vp) < 0. La suite (un)nen (resp.
(vn)nen) est donc strictement croissante (resp. décroissante).

1. c. Les suites (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes car par 1. b. (up)nen est croissante, (v, )nen est décroissante et par 1. a.

lirf (vn —un) = lirf (g)"(b —a) = 0. Donc, d’aprés une propriété des suites adjacentes, ces deux suites convergent vers une
n——+oo n—-+4oo

méme limite réelle.
Variante de rédaction : La suite (un)nen converge par le théoréme de convergence monotone : elle est croissante et majorée par
vo, d’aprés 1. a. et 1. b. car Vn € N, u,, < v, < vg. De méme, la suite (v, )nen converge, car elle est décroissante et minorée

1
par uo. Notons U = lirf Up et 'V = liIJTrl vp. En faisant tendre n vers +oo dans I'égalité u,41 = §(2un + vy), vérifiée pour
n——+o0o n—-—+4+oo

tout n € N, on obtient U = V.
2. Remarquons que pour tout n € N, up4+1 + Unt1 = é(Qun + Un + Un + 20,) = Up + Vn. La suite (un + vn)nen est donc une
suite constante, de constante uo + vo. Cette suite constante converge donc... vers sa constante ug + vo mais aussi, d’aprés ce qui
précéde, vers 2 ou £ est la limite commune des suites u et v. Par unicité de la limite d’une suite convergente, on a donc :

ug + vo a+b

===

Exercice 3.
N

n
1. a. Soit n > N. Comme u, = Za"fpap + Z a" Pay, ona:

p=0 p=N+1

n

N
n— IS n—
[un] <" lal “lap| + 5 (1~ lal) o " (2)
p=0

p=N+1



n n—(N+1) n—N
- 1-— 1 R
Comme |a| < 1, p:ENH la|" 7P = kzo laf* = : |_a‘|a‘ < - et (2) implique que :

N
Vi > N, fun| < 37 Jof" P lay| + 3. 3)

p=0

N
1. b. Notons C' la constante Z || Plap].
p=0
Comme |a| < 1, lilf Cla|" =0, il existe N" € N* tel que Vn > N', Cla|" < %
Et l'inégalité (3) implique que, pour tout n > max(N, N'), |u,| < €. Donc liril Up = 0.

2. Par définition de la suite b, on a :

un = " P(U+b) =0y o+ a pbpzfﬁJrZa Pby. (4)
p=0 k=0 p=0 p=0
, . l—amt! 1 ; ) ) .
D’une part, hrf T—a —1_-g || < 1 et d’autre part, comme llr_‘I_l b, =€ — £ =0, le résultat de 1. b., utilisé avec

n

la suite b a la place de a, d li nPh = 0.
a suite a la place de a, nous aonne nJ»TooZa D

p=0
{
L’égalité (4) implique finalement que lim u, = ——.
n—-+oo l1—«
n—1
3. a. Soit n € N*. Notons P, la propriété : v, = a"vg + Z a”_l_pap.
p=0

0
g . 1 — .
Initialisation. Comme v1 = avg + ag = o vo + E a Pa,, P1 est vraie.
p=0
Hérédité. Supposons que la propriété P, soit vraie pour un certain entier n € N. Alors
n—1

n n—1—
Unt1 = avn+an=alav+ Yo" Pa,) +an
p=0

n—1 n
1 - 1 _ _
a" g + E Q" Pay +an =" o + E a" Pa, car a, = o "ay,.
p=0 p=0

donc la propriété P,4+1 est donc vraie. Le principe de récurrence permet de conclure que P, est vraie pour tout n € N*.

J4
3. b. D’aprés 3. a. et 2., lim v, = lim a"vo+ lim wup,_1 = .
n—-+oo n—-+4oo n—-+oo 1— 6%
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