Spé PC. Année 2024-2025. Feuille d’exercices de mathématiques n® 6.

Exercicel. [Autre définition du rayon de convergence de la série entiére E anz"]

1. Vérifier que ensemble J(a) des réels r € R tels que lirf anr" = 0 est un intervalle contenant 0.
n— oo

2. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z anz™ est la borne supérieure de l'intervalle J(a).
n>0

Exercice 2. Soit (ar) une suite de R ou C telle que > an converge et > |an| diverge.

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y anz™.

Exercice 3. Soit (an) une suite de réels positifs, décroissante, de limite nulle, telle que Zan diverge.

Montrer que le rayon de la série entiére > anx™ est égal a 1.

Exercice 4. Soit ) an 2™ une série entiére de rayon de convergence R €]0, +oo|.

1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere > 2"ay, 2" ?

2. Quel est le rayon de convergence de la série entiére > a, 23" ?

Exercice 5. Soit (an) une suite de réels ou de complexes. On note R (resp. Ri) le rayon de convergence de la série entiére E aon 2™
n>0
(resp. E azn+12"). Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére E anz™.
n>0 n>0

Exercice 6. Soit (a,b) €]0,+o00[2. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivants : Z n b" Z
n
n>0

Exercice 7. Soit a € R. Rayon de convergence R et somme, pour z €] — R, R[, de Z ch(na)x™
n>0
Exercice 8. Soit § ¢ nZ. On considére la série entiére Z sin(n@)z™, z € R.
n>0

1. Justifier que son rayon de convergence R est au moins égal a 1.
2. Montrer en raisonnant par ’absurde que la suite (sin(nf)) ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oco.
Indication : considérer sin((n + 1)0). En déduire R = 1.

—+o0
3. Soit z €] — 1,1[. Calculer Z sin(n@)z™ en remarquant que sin(nf)z™ = Im ((ze??)").

n=0
Exercice 9. Soit a, le nombre de diviseurs entiers de n, n € N*. Déterminer le rayon de convergence de Y anz™.

Exercice 10. Déterminer le rayon de convergence des série entiéres :

1. 22_8111“ . Z%Z”, 3.Zzn274.2%z 5. Z(Qn-‘rl) 27L+1 6. Zl n gn 7. Zesmnn 8. Ziz

n>1 n>1
2+s
3 Vm2rzn 10. Z(1+ KPS S W) Yl + nn o g9, Z 183 el e S 2 q —.15. 3 tan(my/n2 + 1)2"
n>1 n>1 n>0 + f) n>0
Exercice 11. Soit Z an une série convergente. Prouver que la suite (an)nen est bornée et montrer que le rayon de convergence de la
n>0
série entiére Z —x est +o00.

n>0

s L ‘s - ‘s an
Exercice 12. Soit E anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Prouver que la série entiére E —'z" a pour rayon de
n>0 n>0

convergence +oo. Indication : soient z € C et v €]0, R[. Utiliser I’égalité S5 2" = Snr™(Z)™.

Exercice 13. Soit g anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Prouver que la série entiére E aiz" a pour rayon de
n>0 n>0
convergence R2.

Exercice 14. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres Y anz" lorsque :
2

1 /T
1.ap = ﬁ, 2. an = (—1)"|€"], 8. an = Arccos(l — =), 4. an = eVt — eV 5. q, = tan(nz)7 6. an = (v/n)?, 7. an = e~ ",
n n
In(n? + 1
8. an = aV"™ (a > 0), 9. an, = arctan(n), 10. a,, = 6_7‘27 11. ap =nln(n), 12. an, = (L)n 13.ap = Z Adoap = n(n +1)
n?+1 In(n3 + 1)
k=n+1
Exercice 15. Rayon de convergence R et somme pour z €] — R, R[ de la série entiére Z anz™ avec :
2n
1. an = n si n est pair et ay, = — si n est impair, 2. ap, = — si n (non nul) est pair et a, = n2" si n est impair, 3. a, = 1 si n = 3p,
n

n
an =2Psin=3p+1,an, =3P sin=3p+ 2, avec p e N.
1 1
Exercice 16. Rayon de convergence R et somme pour z €] — R, R[ de g 1+ 5 o4 =)™
n
n>1

Exercice 17. Rayon de convergence R et somme pour z €] — R, R[ de :

a) Y (24 (-1" b) > na™, ) Y nPa", d) Y nfam e) Y (27 +3")a", f) > (—1)"(n® + 1)z

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0
3 nog
Exercice 18. 1. Calculer hm 1_[22 2. Calculer hm H3
notee k=0

Exercice 19. Rayon de convergence R et somme pour z E} R, R] des séries entiéres :

z" x4 " x2m n n? n34+n+3
1.27271—1—172'2%471—1—173.7%%(271)!74.272—175'727(2n+1)!xn76'ngn”?.zix 8.3 i L TR m,

n>2 " >0 n>0 n>0

n n?2+3n—-1 z" _4dn+1 n+ (—=1)"*!
9. ;100 Y — % amo11. 7-—,12 z", 13. DT

n>1 n>0 n>1 ) n>2 n>2



—+oo

1
Exercice 20. Quel est le domaine de définition D de la fonction f : x — z sin(T)x" ? f est-elle continue sur D ?
n

n=1

Exercice 21.

1. Calculer le rayon de convergence R et la somme, pour z €] — R, R|, de la série entiére Z
n>1

—+oo 1 oo (71),,7‘
2. Existence et calcul de E ——— et de _
— n(2n+1) — n(2n+1)
n=1 n=1

Exercice 22. Soit g anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.

n>0
n

l,'I'L

n(2n+1)

1. Soit R; le rayon de convergence de la série Z snx™ avec sp = Z ag. Montrer que min(1, R) < R; < R.

n>0 k=0
+oo +oo
2. On suppose R = 1. Montrer que Vz €] — 1,1[, (1 — z) Z spz" = Z anz"™.
n=0 n=0

Exercice 23. Préciser le DSE(0) des fonctions suivantes :
2 —1
1. f(z) =sin®z, 2. f(z) = a

0<a<b,3. =,
avec a f(z) 2 3012

(1—az)(1—bx)

tant
AN Sit£0et £(0) =1, 10. In(1 + + 22 + 2 + 24).

1
Exercice 24. Soit a €]0, 7[. Soit f(x) = arctan(1 ki tam(g))7 z e R\ {1}
—x
i 1 1 1
1. Vérifier que pour tout = # 1, f'(z) = _smae ( I —

1—2xcosa+x2 2 x—el®@ g—e i@

+oo .
2. En déduire que pour tout z €] — 1,1[, f(z) = g + Z Mm".

n=1 n
. . . e’ —1
Exercice 25. Soit f définie sur R par : f(0) =1 et Vo #0, f(z) =
1 1-—
Exercice 26. Soit f définie sur R par : f(0) = 3 et Vo # 0, f(z) = $
z

Exercice 27. Soit f définie sur | — 1, +oo[ par :

f(0)=1 et Vo €] —1,+00[\{0}, f(z) =

Prouver que f € C*°(] — 1, 4o0[,R).
Exercice 28.
1. Résoudre sur R : v/ + 1/ +y = e®.

4. f(z)

0 & 7Z, 6. f(x) =chzcosw, 7. f(z) = e ®sinz, 8. f(z) = In(z? — 7Tz + 12), 9. F(z) = /I
0

1

T 1tzta?
dt

1+t2+ ¢4

. Prouver que f € C*(R,R).

. Prouver que f € C*°(R,R).

In(1+ z)

too 3n
2. On pose : f(z) = Z m, x € R. Justifier que f est de classe C*° sur R et calculer f(z).
n=0 :

1 0
Exercice 29. On pose : f(z) = 7/ cos(zsinf) df, z € R.
T Jo
Prouver que f est DSE(0) sur R et préciser le développement de f.

1
22 —2zxcosf+1’

5. f(z) =

10. F(z) = /0z £l dt on f(t) =



