Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Séries entiéres

n3+n+3xn.

Exercice 1. Rayon de convergence R et somme pour z €] — R, R[ de la série entiére Z 1
n

n>0

3 3
Solution : Soient n € N et € R. Posons a, = % et un(z) = anz™.
n

1. Calcul du rayon de convergence R. On peut procéder de 'une des deux maniéres suivantes :

1) En utilisant la définition du rayon de convergence (et une propriété de croissances comparées).

Soit I, = {r € R /la suite (|an|r™)nen est majorée}. Soit r € RT. Comme a,, >0et ap, ~ n?,

n—-—+oo

r € I, & (n?r"),en est majorée < 7 € [0,1]

carsir > 1, lim n?r"™ = 400, donc la suite (n?r™),en nest pas majorée, et si r € [0, 1], lir_~r_1 n?

n—-+o0 n—-+oo

r"™ = 0 par croissances comparées

donc la suite (n?r™), ey est majorée car convergente. Donc I, = [0,1[ et R = sup I, = 1.
1) En utilisant une caractérisation du rayon de convergence (et la régle de D’Alembert).

Onaap>0,a, ~ n% apny1 ~ (m+1)2 ~ n2 On en déduit que pour tout = € R*, up(z) # 0 et
n

n—-+oo — 400 n—-+oo
L @) antr
lim ————>= = lim lz| = |z].
n—-+oo |un(1:)‘ n—-+4oo an

Donc d’aprés la régle de D’Alembert, si |z] < 1, la série Y apx™ converge absolument et si |z| > 1, la série Y anpx™ diverge grossiérement

car lir_E |anaz™| = 400 ce qui implique que up(x) # 0.
n— oo

Par conséquent R = 1.
“+oo

2. Calcul de la somme f(z)= Z anz™ pour z €] —1,1].
n=0

En effectuant par exemple la division euclidienne de X3 + X + 3 par X + 1, on obtient I’égalité :
X34 X4+3=(X+1)(X2-X+2)+1.

1
D’ou la décomposition de a,, en « éléments simples » : an = n?—n+2+ ?
n
On en déduit que pour tout = €] — 1,1[\{0} :
400 —+o0 e
2 n
= - 2
f(z) Y -n+2)a +Zn+1
n=0 Vv n=0
=n(n—1)+2
+oo +oo +oo ™
= n(n—1)z™ +2 n
5 a2 S
n=002 n=0 n=0

= z n(n—1)z" " 42 "+ —
—_ T n+1

n=0 n=0

“+ oo +oo 1 “+ oo "
= xzzn(n—l)x"72+22m"+72 —
n=2 n=0 B n=1 n

“+o0
2 In(1—z)
_ 2 n\// _
= (;x ) +717x 7‘%

9 2 N 2 In(l-2) 42?2—-4z+2 In(l-2)
= x° - —_ = —
1-z)3 1-=xz x (1—=z)3 z

et f(0) =ao = 3.

Remargue : La fonction f est la fonction somme d’une série entiére de rayon 1. Donc f est continue sur | — 1,1 et en particulier continue
422 —4x 42 In(l —x)

0.0 t vérifi ’est bien I ! = 1 =2—(—1)=3= f(0).
en n peut vérifier que c’est bien le cas zﬂ(l)?;¢of(x) ZH%){I;#O( B ) (-1) 7(0)
Exercice 2. Soit p, = H 22" | n € N*. Calculer lim py,.

n—-+oo
k=1
“+o0
Indications : Rappel : Vx €] — 1, 1], T .= Z z™. En dérivant terme A terme cette somme de série entiére (de rayon de convergence 1),
—x
n=0
1 +oo —+oo n
on obtient que Vz €] — 1,1[, ——— = na" (= kz*~' = lim kzF=1) (%).
ane e €= L1, =gy = 3w e Sk = 3 ket ()

n=1 k=1
] _

Considérer alors In(py) et déduire de (x) avec z = % €] —1,1] que lir}rl pn =4,
n— oo



Exercice 3. Rayon de convergence R et somme pour z €] — R, R[ de la série entiére Z m e
n

Indications : 1. Calcul du rayon de convergence R.
En utilisant par exemple la régle de D’Alembert, on obtient R = +o0.
2. Calcul de la somme f(z)= ZI:B anx™ pour x € R.

1 1 1 1

Comme n = %(Zn—i- 1) — %, an = 5@ — §m En déduire que :

Vz >0, f(z) = %ch(\/E) -

1 1 1 .
2\/Esh(\/i), Vz <0, f(z) = 5 cos(v/—x) — 7= sin(v/—z)

t (directement) f(0) = ap = 0.

Exercice 4. Rayon de convergence R et somme pour z €] — R, R[ de la série entiére Z

e L
1
Indications : Rappelons que Vn e N*, 1 4+ ---4+n = @
1. Calcul du rayon de convergence R.
1 2
On adonc: ap i= ——— —. On obtient R = 1 en utilisant la régle de D’Alembert.
1+---4+n n—>+oo n?
2. Calcul de la somme f(z)= ZIIO anx™ pour x € R.
C 2 2 2 tout z €] — 1,1[\{0} :
omme ay, = ——— = — — , on a, pour tout z €] —
" nm+1) n n+ n+1’ P
+oo  n +oo n
T x
= 23 2
fo) = 20, 220
n=1 n=1
—+oo —+oo
2 ntl 2
= —2In(l-=z)—— x =—-2In(1—-2)— — r
& n=1 n+1 x n=2 n
2 1-—
= 2In(l—-=z)— —(-In(l—=z)—2z) = 20 =o)ln{1l —2) +2
T x

et f(0) = ap = 0. Remarque. Cette fonction f est bien continue en 0 conformément au cours car lirr%) f(x) = f(0)=0.
xr—

2(1 —z)In(1 — z) _

En effet, lim —2.
x—0

Exercice 5. Préciser le DSE(0) des fonctions suivantes :
2z — 1 1
1. =sin®z, 2. == - 3. S —
f(@) = sin 2, 2. f(@) = e 8. f(@) = T
arctant

6. F(:c):/oxf(t)dt on (1) = L it £ 0 et £(0) = 1

4. f(@) = In(a? — Tz 4+ 12), 5. F(x):/z dt
0

1+2 ¢4

Solutions et/ou indications :

1. On «linéarise» sin® z :

.3 ,eiz_efizsf_l i3z _ o iz e —i3ay _ Lo e I

sin® z = ( - )’ = -(e 3e' + 3e e )= -(2isin(3z) — 6isin(z)) = —(3sinx — sin(3z)),

27 81 81 4
puis en utilisant le DSE(0) de sin(t) avec t = x et t = 3z, on obtient, pour tout z € R :
+ +
Sln x 7(3 Z( n x n+1 B zo:o(fl)n (3I)2n+1) _ zo:o (71)71,(3 _ 32n+1)12n+1.
@n+ 1) = @n+ 1)U = 4@n+ 1)

Remarque : Comme ce DSE(0) est la série de Taylor de la fonction sin® en 0, on obtient directement :
(-)"@ = 3

vn € N, (sin®) 2"+ (0) = .

2. On décompose la fraction f(z) en éléments simples et on utilise le DSE(0) de
1 3 1 3 1 3 1

P tout z € R 1,2}, = — = = — . . Do

ot ot \ L2k f(@) x71+x72 17x+x72 l—z 2 1-3% on

S RROITCED W S SR IR

1-
3. Un peu astucieuz ! Pour tout x # 1, 1 +z + 2% = n i ,donc f(z) =(1—x)- - On remplace ensuite
-z

1—
qui nous oblige & supposer désormais z3 €] — 1, 1[, c’est-a-dire = €] — 1, 1[. Alors, pour tout = €] — 1, 1],
+oo

+oo +o0 +oo +o0
f(x) — (1 _ x) Z B)n _ Z x3n Z x3n+1(: Z pr _ Z x3p+1) — Z anx™
n=0 p=0 p=0 n=0

n=0
2

1
- par son DSE(0) ce



avec : Vp €N, azp =1, azpyr1 = —1 et agpy2 =0.

4. Soit z€R. Ona:a?2—Tox+12=(z—3)(x—4)=(3—2)(4— ). Donc Dy =] — 00, 3[U]4, +00[ et le rayon de convergence du DSE(0)
—+oo
t’rL
cherché est nécessairement inférieur ou égal a 3. Or, pour tout ¢ €] — 1,1[, —In(1 — ¢) = Z — (%), donc, en utilisant deux fois (*) avec
n=1

t= % et t = 7, on obtient que pour tout = €] — 3, 3],

T T 1,1 1
z)=In(3—z)+1In(4—=2z) =In(12) +In(1 — — +In(l—- - =1In(12) — —((=)"+(=)")z"
f@) =@ +(@-p =M1+~ T )+hl- T )=h12)- 3 ()" + ("
>0 >0 ~~ ~~ n=1
€]-1,1] €]-1,1]
5.0 3 tout t € R\ {—1,1} ! ! ! 1_tQD
. On commence comme en 3. : pour tou —-1,1}, = = = . Donc :
P T+12 44 142+ (¢2)2 % 1—16
1 —+o00 —+o0 —+o00 “+o0
_ _ _ 42 6p __ 6p 6p+2 __ n
vt €] —1,1], 71+t2+t4_(1 t)Z:t _Z:t Zt —Zant
p=0 p=0 p=0 n=0
avec : Vp € N, agp = 1, agpt2 = —1, et agp+1 = agp+3 = aept+a = aep+5 = 0. Et comme la somme d’une série entiére de rayon de
convergence R €]0, +00] s’intégre terme a terme sur tout segment inclus dans | — R, R[, on obtient finalement que :

n41 T 6p+1 X 6p+3

+1 p:06p+1 p:06p+3

“+oo
Vo €] - L1, F(z) = Y an—
n

n=0
2n
6. On utilise le DSE(0) de la fonction arctan : V¢ €] —1,1[\{0}, f(t) = Z:’;fo(—l)”z’;ﬁ (égalité vraie aussi si ¢ = 0). Par intégration terme
a terme de la somme de cette série entiére (de rayon de convergence 1) sur tout segment inclus dans | — 1, 1], on a donc immédiatement :
+oo N p2n+1

Vz €] — 1,1, F(z) = Z(_l) m

4an
Exercice 6. Rayon de convergence R et somme pour z €] — R, R[ de la série entiére Z I .
>0 4an + 1
+oo An
Indications. On obtient R = 1 avec la régle de D’Alembert. Soit « €] — 1,1[. Posons f(z) = Z e Ona: f(0)=1etsiz#0,
n
n=0
1 +oo pAn+1
f(z) = —g(x) avec g(z) = Z yrent Comme g est la somme d’une série entiére de rayon 1, g est dérivable terme & terme sur | — 1,1 :
z n
n=0
+oo —+oo
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ve €] - 1,1], ¢'(z) = dn — Hn — =_ = z. z. .
v el =Lk (@) ;::Ox 2:%@) a2 e 2 e Ty e T T
1 1 1 1
Donc il existe ¢ € R tel que Va €] — 1,1[, g(z) = 5 arctan(z) + 1 ln(l—FJ) +c. Or ¢g(0) = 0, donc Vz €] — 1,1], g(z) = 3 arctan(z) +
—z
1 1 1 1 1
= In( + m) et enfin Vo €] — 1,1[\{0}, f(xz) = — arctan(z) + — In( * x)
4 11—z 2x 4x 1—x

2 nm
Exercice 7. 1. Rayon de convergence des séries entiéres : a) Z z" ., b) Z tan(T)z".
n>0 n>0

Indications. Ces deux séries entiéres ont pour rayon de convergence 1 :
2
a) divergence grossiére pour z = 1 et convergence absolue si |z| < 1 car, par croissance comparée, lim n2\2|” =0.
n—-—+oo

b) Posons an = tan(%*), n € N. Comme tan est m-périodique, Vn € N, an47 = an d’olt an € {ao, - -ag}. Vérifier que Vn €N, a7—p, = —an
puis que |an| < tan(37”). En déduire R > 1 puis R = 1 en montrant (par 'absurde) que la série Y a,, diverge grossiérement.

Exercice 8. Justifier que les séries E anz™ et E (—=1)"anz" ont le méme rayon de convergence.
n>0 n>0

Solution. Pas trés compliqué! Notons b, = (—1)"an et R, (resp. Rp) le rayon de convergence de la série entiére Z anz™ (resp. Z bnz™).
Comme pour tout n € N, |b,| = |an|, on a immédiatement :

I(b) = {r € RT/(|bn|r™) est majorée} = {r € RT/ (|an|r™) est majorée} = I(a).

Et, par définition du rayon de convergence d’une série entiére, Ry, = sup I(b) = sup I(a) = Raq.

Exercice 9. Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. Soit a, = (nL_H)" ,n € N*,
1. a. Montrer que an, ~+ Ce™™ ou C est une constante réelle a préciser.
n— o0

3



1. b. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére g anz”.
n>1

2. Soit (bn)nen une suite de réels telle que Vn € N, n 4+ 1 < b, < 3n? 4+ 5. Déterminer le rayon de convergence de Z bnz™.
n>0

Solution : 1. a. Rappelons que In(1 + %) = % — ﬁ + ﬁan avec lim &, = 0. On a donc :
n—-+oo
n+1 2 2 1 _p2(l_ 1 1 1 1
an = ( + )y =e M+3) — o7 (R 5ztRzn) —on o3 Lfn A eTe ™
n n—-+4oo

. , 1
car lim e = 1. La constante C' cherchée est donc e2.
n—-+oo

1. b. Notons up(z) = anz™, z € R. Comme an, et Ce™, an41 et Ce~ (1D Pour tout z non nul, un (x) # 0 et :

[unt1(x)] an+1 —1
_— ™~ x|~ e |zl
|Un(fE)| n—-+oo Qan n—-+4oo
Donc
U x
lim 7| n+1(2)] =e |
n—+eo  |un(z)]
D’aprés la régle de D’Alembert, si e !|z| < 1, c’est-a-dire |z| < e, la série 3" un(z) converge absolument et si |z| > e, la série > anz™
diverge grossiérement car lim |un(z)| = 4+00. Donc le rayon de convergence de la série entiére Z anz™ est égal A e.
n—-+o0o n>1
Variante. D’aprés 1. a. et une propriété du cours, la série entiére Z anx™ a le méme rayon de convergence que la série entiére (géomé-
n>1
x
trique Ce "z = C(=)" (égal a e).
que) Y- S e (galae)
n>1 n>1
2. Posons pour tout n € N, a, =n + 1 et ¢, = 3n? + 5. On vérifie classiquement (en utilisant le critére de D’Alembert) que le rayon de
convergence R, de la série entiére Z anx™ est égal 1. De méme le rayon de convergence R. de la série entiére Z cnx™ est égal a 1.
n>0 n>0
Notant Ry le rayon de convergence de la série entiére Z brz™, on a, par une propriété du cours, Ry < R, et Ry > R.. D’ou Ry = 1.
n>0

Exercice 10. Vrai ou faux ?

Soient (an) une suite réelle et R le rayon de convergence de la série entiére Y anz™.
1. Si la série Y an converge, alors R > 1.

2. Si la série > an converge absolument, alors R = 1.

3. Si la série Y ay converge, mais ne converge pas absolument, alors R = 1.

a
4. Si pour tout n, anp # 0 et lim M

n—-+oo |an|

=2 alors R = 1
2

Exercice 11. Cocher la bonne réponse :

1. Soit >~ anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Le rayon de convergence de la série entiére Y 2"an 2" est égal a :

d2Rr |

S

2. Soit > anz™ une série entiére de rayon de convergence R. Soit u € C* tel que la série > anu™ converge. Alors :

OR> |u| OR < Jul.

3. Soit (an) une suite réelle bornée. Soit R le rayon de convergence de la série entiére > ana™. Alors :

ORrR>1 ORrR<1.

1
Exercice 12. Déterminer tous les réels z tels que la série E In(1+ —) 2™ converge.
n
n>1

1
Réponse : E In(1+ —)z™ converge si et seulement si x € [—1,1].
n
n>1

Exercice 13. Soit (an)nen une suite de réels positifs. Soit R €]0, +oo[ le rayon de convergence de la série entiére ) an2™.

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y /anz™.



Une solution. Commengons par un bref rappel de cours sur le rayon de convergence. Soit > b, 2™ une série entiére de la variable z € C :
i) I(b) = {r € RT/la suite (b,7™) est bornée} = {r € Rt /la suite (|bn|r™) est majorée} est un intervalle de Rt contenant 0.

1) Le rayon de convergence Ry, de Y bpz™ est, par définition, la borne supérieure de I(b) si 'intervalle I(b) est majoré ou est égal & +oo
si lintervalle I(b) n’est pas majoré, c’est-a-dire si I(b) = [0, +oo[ (Rp est « I'extrémité » de l'intervalle I(b)).

Suivant la valeur de by, il y a donc quatre types d’intervalle I(b) possibles :

I(b) = {0} et R, =0, I(b) = [0, p[ ou I(b) = [0, p] avec p > 0 et dans ces deux cas Ry = p, I(b) = [0, 400 et R}, = +oo.

Enfin nous utiliserons ci-dessous le résultat suivant facile a prouver en exercice :

Soit (un) une suite réelle. La suite (uy,) est bornée si et seulement si la suite (u2) est bornée.

Revenons maintenant & la question posée. Soit by, = \/a,. Soit r € RT. On a :

reI(b) < lasuite(b,r"™)est bornée

la suite ((b,,r™)?) est bornée
la suite (an (r?)™) est bornée
r? € I(a)

t e

Donc si I(a) = [0, R[, I(b) = [0,VR] et si I(a) = [0, R], I(b) = [0,VR].
En conclusion, le rayon de convergence de la série entiére 3. \/anz" est égal & VR.
Le raisonnement effectué peut se généraliser :

Exercice. Soit R € [0, +00] le rayon de convergence de la série entiére Y anz™ et a > 0. Déterminer le rayon de convergence de la série
entiére > |an|*2™.

Exercice 14. Soit C' > 0. Soit (an)nen une suite réelle telle que |an+1| < Clan| pour tout n supérieur & un certain indice N € N. Montrer

que le rayon de convergence R de la série entiére Y anz™ est au moins égal a ok

Réponse : On montre par récurrence que Vn > N, |an| < C ™ Nlay|. Soit 2 € R. On a donc :
Vn > N, |lanz™| = |an||z|® < |an|C~N(Clz))™.

Par conséquent, si |z| < %, la convergence de la série géométrique > (Clz|)™ implique par comparaison (de termes positifs) la convergence
(absolue) de la série Y anz™. Donc R > %

Exercice 15. Soit 6 € R.
cos(n@)

n

1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z ™ est égal & 1.
n>1

Indication : On rappelle qu’une série entiére et sa série entiére dérivée ont le méme rayon de convergence.

= cos(n@)
On pose pour tout z €] — 1,1[, f(z) = E —z".
n
n—1
cosf —x

2. Justifier que f est de classe C! sur | — 1,1[ et que, pour tout z €] — 1,1, f'(z) = ———— ——.
1—2xcosf + z2

3. Soit = €] — 1,1[. Calculer f(z).

s
4. Soit = €] — 1, 1[. Calculer / In(1 — 2z cos 6 + z2) db.
0

. N - . cos(nf .
Une solution : 1. D’aprés le cours sur les séries entiéres, E ym" et E nanpz’" = E cos(nf) ™ ont méme rayon de convergence R.
n
n>1 n>1 n>1

i) Soit « €] — 1, 1[. La série Y cos(nf)z™ converge absolument par comparaison car
Vn € N*, | cos(nf) z™| = | cos(nf)||z|"™ < |z|™
et la série géométrique Y |z|™ converge car |z| € [0,1[. D’ou R > 1.
1) La suite (cos(nf))nen+ ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oco. En effet, si ¢’était le cas, on aurait aussi HEI}:OO cos((n+1)0) =0 et
légalité : cos((n + 1)8) = cos(nd + 0) = cos(nb) cos(8) — sin(nh) sin(f) impliquerait ngrfoo sin(nd) = 0 (car sin(f) # 0) et on aurait donc :

hT (cos?(nd) + sin%(nd)) = 0 ce qui est absurde. D’out R < 1 par divergence grossiére de la série entiére E cos(nf) ™ en x = 1.
n— oo
n>1

=1
En conclusion, R = 1.

2. Comme f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = 1, f est, par théoréme, indéfiniment dérivable terme & terme
sur | — 1, 1[. En particulier, pour tout = €] — 1,1 :

+oo +o0 ) +o0 ) foeo ) ~ too )
fl(z) = Z cos(n)z" ! = Z Re (z" 1e’%) = Re (Z " 1e™?) = Re (e Z(melg)"fl) = Re ('’ Z(xe’e)").
n=1 n=1 n=1 n=1 n=0
too _ 1
Comme |ze??| = |z||e?’| = |z| < 1,on a : Z(azeze)" = —— et finalement :
= 1—ze*
et? et (1 — ze=9) e — Re (e — ) cosf —x

"(z) = R — = R - —— =R - oy = = :
F(@) C 1 gei® ¢ (1 — zei®)(1 — ze—19) ¢ (1 —2e®)(1 —xze=®) 1—2xcosd+z2 1—2xcosh+ x2



3. Considérons la fonction g, définie pour tout =z €] — 1,1[, par : g(z) = —% In(1 — 22 cos 0 + z2).
Remarque : siz €] —1,1[ et 0 ER, ona : 1 —2xcosd + 22 = |1 — ze'?|2 > 0 car ze'? # 1 puisque |ze®| = |z| < 1.
0 —
Cette fonction g est dérivable sur | — 1,1[, de dérivée : g’'(z) = L A
1—2zcosf+ x2
vz €] — 1,1[, f(z) = g(z) + C car f et g ont méme dérivée sur l'intervalle | — 1,1[. Comme f(0) = g(0) = 0, on conclut que :

D’aprés la question précédente, il existe C' € R tel que

vz €] — 1,1[, f(z) = g(z) = —%ln(l — 2z cos b 4 2?).

cos(né
4. Fixons z €] — 1,1[ et posons pour tous n € N* et tout 6 € R, v, (0) = Lmn
n
Les hypothéses du théoréme d’intégration terme a terme de la somme d’une série de fonctions continues sur un segment sont satisfaites

pour la série de fonctions ) vy, de la variable 6. En effet :
1) Chaque fonction vy, : 6 — v, (0) est continue sur R, donc sur [0, 7], par composition car 6 — n# et cos sont continues sur R,

1) La série de fonctions Y v, (de la variable 0) converge normalement donc uniformément sur R, et a fortiori sur [0, 7], car

* X "
¥n € N, [[vn oo 2 = up [0 (8)] = ma [ (8)] = o (0)] = 21
0ER 6eR n
- |z|™
et la série Z —— converge (de somme — In(1 — |z|)).
n>1 n

Par conséquent d’aprés 3. :

T m oo +oo T too " ™

/ ln(l—ZQ’;cosO+12)d9:72/ Zvn(a)d9:722/ Un(g)d9:*2z 7/ COS(TLO)dQ:O
0 0 n=1 n=1"0 n=1 n Jo ,
=0

g 1
car pour tout n € N*, / cos(nd) df = —(sin(nw) — sin(0)) = 0.
0 n



