Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Séries entiéres (fin du chapitre)

Développement en série entiére.

I. Généralités.

Définition 1. Soit f une fonction de R dans R ou C, dont le domaine de définition D contient un intervalle ouvert centré en 0.
On dit que f est développable en série entiére en 0 (ou au voisinage de 0) s’il existe r > 0 et une série entiére Z anz™ de rayon de

n>0
convergence R > r tels que : Vz €] —r, 7], Z anz™. On dit alors que f est développable en série entiére en 0 (DSE(0)) sur]—r,r|.
Autrement dit, f est DSE(0) si f est la somme, sur un intervalle ouvert centré en 0, d’une série entiére.
Exemple 1. 1. Toute fonction polynéme est DSE(0) sur R!
1 = n
2. La fonction f :R - R, z — 37257 définie sur D = R\{—%}, est DSE(0) sur ] — %, %[ car Vz €] — %, %[, flz) = Z(—l)"3n+lz”.
n=0

Ici,r:R:%

On sait que la (fonction) somme d’une série entiére de rayon de convergence R €]0, 40| est une fonction indéfiniment dérivable terme a
terme sur | — R, R[. Par conséquent :

Proposition 1. [Unicité du DSE(0), série de Taylor en 0] Si f est DSE(0) sur | —r,r|[, alors f est de classe C*° sur | —r,r].

n to n
f(n)(o) etV €] —r,r[, f(z) = Z f(rz(o)

De plus, Vn € N, an, =
n=0

Remarque 1. Une fonction DSE(0) est donc une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle ouvert | —r,r[ sur lequel elle est égale
a la somme de sa série de Taylor en 0. Autrement dit, en revenant & la définition de la somme d’une série convergente, f est DSE(0) s’il
F®(0)
—z".

existe r > 0 tel que Va €] —r,r[, f(z) = lim Z o

n—-—+oo

Corollaire 1. [Développement limité & 1’ordre nl] Si f est DSE(O) sur | —r,r[, alors :

n

vn eN, f(z Z k4 z"e(x), avec limoa(x) =0.

-1
Exercice 1. Soit f définie par : f(0) = 1 et Vo # 0, f(z) = . Prouver que f € C*°(R,R) en montrant que f est DSE(0) sur R.
Préciser la valeur de f(™(0), n € N.
Exercice 2. (x) Soit f définie sur R par : f(z) =0siz < 0et Vz >0, f(z) = e~ % . Prouver que f € C*°(R,R). On précisera la valeur de
£((0), n € N. f est-elle DSE(0) ?

Proposition 2. [Parité, imparité]l Soit f une fonction DSE(0). Si [ est paire (resp. impaire), son DSE(0) ne comporte que des
puissances paires (resp. impaires).

Démonstration. La dérivée d’une fonction paire (resp. impaire) est impaire (resp. paire) et une fonction impaire est nulle en 0. On en

L ) . L 2p+1) (g £ (g
déduit que si f DSE(0) est paire (resp. impaire) alors Vp € N, agpt1 = JI(T_H)(!) =0 (resp. azp = (210)(' ) = =0). |
En utilisant les propriétés sur la somme et le produit de deux séries entiéres, on a :
Proposition 3. [Combinaison linéaire et produit de fonctions DSE(0)]
Sotent f, g deux fonctions DSE(0) sur | — r,r[. Posons : Va €] — r,r[, f(z) = Z anz™ et g(z Z bnx™. Alors :
—+oo
i) pour tout (o, B) € R?, af + Bg est DSE(0) sur ] —r,r[ et Vo €] — r,r[, (af + Bg)(z) = Z(aan + Bbyp)z"
n=0
+oo
1) Le produit fg est DSE(0) sur]| —r,r[ et Vo €] —r, 7|, fg(z Z cnx™ ot :Vn €N, ¢y = Z arbp—k
n=0 k=0

En utilisant les propriétés de la (fonction) somme d’une série entiére, on a :



Proposition 4. [Dérivée et primitive d’une fonction DSE(0)]

+oo
Soit f une fonction DSE(0) sur ] —r,r[. Posons : Vx €] —r,r|, f(z) = Z anz™. Alors :
n=0

+oo —+o0
i) f’ est DSE(0) sur | —mr,r[ et Vx €] —r,7[, f'(z) = Z napz" "l = Z(n + Dapti1z™.
n=1 n=0
+oo
1) Toute primitive F' de f est DSE(0) sur | —r,r[ et Vz €] —r,r[, F(z) = F(0) + Z najlwru—l.
=0

II. Deux DSE(0).

Proposition 5. [DSE(0) de (1+ )] Soit« € R\N. On a :

ala—=1)...(a—(n—-1))
n!

—+o0
Vzel - L1 (1+2)* =1+

n=1

2. (1)

Démonstration. Posons I =] —1,1[ et pour tout « € I, f(x) = (14 x)®. Cette fonction f est indéfiniment dérivable sur | —1,1[ avec Vx € I,
vneN, f)(z)=ala—1)---(a— (n—1)) (1 +2)* ™. En particulier, Vn € N, f(")(0) = afa — 1) - - - (a — (n — 1)).

La série de Taylor de f en 0 est donc la série entiére g anz” avec :
n>0

_ IO _ale-1 - (a-(m-1)

ao = f(0) =1et Vn € N*, a,

n! n!
any1  a—n lant12"t  n—a .
Ona:Vné€eN,a, #0car a €N, et = . Donc, pour tout z # 0, pour tout n > «, = |z|. D’ou
an n+1 lana™| n+1
n+1
lim lan-+12 | = |z
n——+oo ‘anx"‘

On en déduit classiquement par la régle de D’Alembert que le rayon de convergence de la série entiére Z anz” est égal & 1.

n>0
+oo +oo
—1)...(a—(n—-1
Posons alors, pour tout z € I, g(z) = Z anz™ =1+ Z A ) (? (n ) z". Comme g est la somme d’une série entiére de
n!

n=0 n=1
rayon 1, g est dérivable terme a terme sur | — 1,1[ et comme (n + 1)an+1 = (¢ — n)an, on a :

“+ oo —+o00 400

veel, g'(z) = Z napz" "t = Z(n—l— Dap+12™ = Z(a —n)anz™ = ag(z) — zg’ ().
n=1 n=0 n=0

Donc g est 1'une des solutions sur I de I’équation différentielle d’ordre 1 homogene : (1 + z)y'(z) — ay(z) = 0.

Comme z — —aln(1 4 z) est une primitive sur I de z — —%, il existe k € R tel que Vz € I, g(z) = k(1 + z)*.
x

Or g(0) = ap = 1 donc Vz €] — 1,1], g(z) = (1 + )%, c’est-a-dire (1). |

too 2n+1
o , , 13...(2n —1) 227+
Proposition 6. [DSE(0) de arcsin] Vz €] — 1,1[, arcsinz = = + E 24, (2n) 2ntl’

n=1
Démonstration. Soit t €] — 1,1[. O in’ (t) ! (1-)"2
émonstration. Soi —1,1[. On a : arcsin’(t) = ——= = (1 — .
V1-—1t2
Comme —t2? €] — 1,0], en utilisant (1) avec u = —t% et a = f%, on obtient :
+oo 1 1 1
O R D G |
arcsin/(t) _ 14+ Z 2( 2 ) ( 2 ( )) (_tQ)n
n!
n=1
+o00 _;(_g) (_Qn—l)
_ 2 27" 2 _1\n42n
= 1+ - (=Dt
n=1
“+ oo
B 1:3...2n—1) ,,
- 1+2:1Tt . 2)
n=

Soit €] —1,1[. D’apreés le cours sur les séries entiéres, la fonction somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0 s’intégre terme
a terme sur tout segment [a,b] C] — R, R][.

La série entiére de la variable ¢ de 1’égalité (2), dont la somme est arcsin’ sur | — 1, 1], a un rayon de convergence égal a 1 (ce dernier résultat
pouvant étre facilement é&tre vérifié & 1’aide du critére de D’Alembert).

On peut ainsi 'intégrer terme & terme sur [0,z] si € [0,1] (ou sur [z,0] si z € — 1,0]). Par conséquent, en utilisant 1’égalité (2), on
obtient :

@ e IN1.3. (201
arcsinz = arcsinz — arcsin0 = / arcsin’(t) dt = / 1+ Z 13..(n-l
0 0 foye 2nn!

x +oo T
1-3...2n—-1
1dt + E # 2" dt
2nn!
0 —_ ! 0

N f 1.3...(2n —1) g2n+1
x .
—_ 21! 2n+1

t2") dt




III. Rappels : formule de Taylor avec reste intégral. Applications.
Comme d’habitude, K désigne R ou C et suivant le contexte, | - | la valeur absolue ou le module.

Dans cette section, a et b sont deux réels quelconques d’un intervalle I et n un entier naturel.

Théoréme 1. [Formule de Taylor avec reste intégrall. Soit f € C"T1(I,K). On a :

n —a k b _ \n
b) = Z %f(k)(a) +/ %f(nﬂ)(t) dt.
k=0 ’ @ ’

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur n.

b
e Initialisation. Pour n = 0 : si f € C1(I,K), f’ est continue sur I et / /() dt = f(b) — f(a). Donc
a

b
$6) = 1@+ [ e

e Hérédité. Supposons le résultat vrai pour un certain entier n € N. Soit f € C"*Q(I, K).

b b—t)"
Intégrons par parties / %f("'*'l)(t) dt. On obtient :
a n!

/ (bit) f(n+1)( )

(- wf(n-&-l)(t)}z +/b wf(nu)(t) dt

nl (n+1)! o (n+1)
— g)ntl b (b—t)ntl

Comme f € C"*T1(I,K), on a, par hypothése, 1’égalité :
n _ k b _ \n
fb) = Z uf(k)(a) +/ uf(nﬂ)(t) dt
= k! a n!

Par conséquent, en utilisant (3), on obtient finalement que :

~ (b—a)* (b— ) (nt1) / b—t)"" to)
b)) = - —f\" —f\" t)dt
1) g} V@ T F D (a) 4 +1),f ®)
= Z ( (k) +/ <n+2>(t) dt
k=0
ce qui établit le résultat au rang n + 1. O

L’inégalité de Taylor-Lagrange s’obtient & ’aide de la formule de Taylor avec reste intégral :
Théoréme 2. Soit f € C"T1(I,K). Soit M un majorant de \f("+1>\ sur [a,b] (ou sur[b,a] sib<a). On a :
| _ a|n+1

n b

Remarque 2. Comme |f("T1)| est continue sur le segment [a,b], | (V)| est majorée sur [a, b] et atteint sa borne supérieure, c’est-a-dire

qu’il eziste c € [a,b] tel que Va € [a,b], |F D (z)| < |FPTD ().
On peut donc prendre M = |f("+1) (¢)| = m[ax |f D ()| dans Uénoncé du théoréeme 2.
e

Démonstration. Supposons a < b. Utilisons la formule de Taylor-intégral du théoréme 1. On a alors :

= (b—a)k (k) bb—t)" (n+1)
b) — a d
Lf(b) g:o il I (a)] < /a o lf (t)] dt
< M/b o ;vt*)n dt

b(b—t) b —¢)ntl b—a)” b— b—a)"t!
Or/a%dtz[_((n—it—)l)! ]Z:((n+)1)! » dot [ £(b) — Z( " a )|<Mﬁ'

(b b—
Le cas b < a se traite de la maniére en utilisant : / gﬂ"*” / ( f("Jrl)(t) dt. O
@ n!

Cette inégalité permet de retrouver le DSE(0) de la fonction exponentielle :

n k

T
Proposition 7. Pour tout z € R, ¢ = lim —
n—>+o<> kl



Démonstration. La fonction exponentielle (exp) est de classe C* sur R et Vk € N, exp(k) = exp.
En particulier, Vk € N, exp(k)(O) =exp(0) = 1.

Soit € RT. Utilisons I'inégalité de Taylor-Lagrange avec f = exp, a = 0 et b = z a l'ordre n.
Comme Vt € [0,z], | exp(" T (t)] = exp(t) < e?, on peut choisir M = e et on obtient :

n k n+1
T T
|5I—ZE|SEI71,- 4)
= K (n+1)!
nt1 zntl
Le critére de D’Alembert permet de prouver que la série converge ce qui implique que lim ——— = 0. L’inégalité (4) et
P P q Z T ge ce qui implique que | im oo galité (4)

le théoréeme des gendarmes permettent de conclure.
Le cas x < 0 se traite de la méme fagon (ici M =1 car Vt € [z, 0], |exp("+1)(t)| = exp(t) < 1) avec I'inégalité

n |x|n+1

Sy (et

k=0

Le résultat élémentaire suivant permet de prouver que cos et sin sont DSE(0) sur R :
Proposition 8. Soit f € C*°(R,K) telle qu’il existe C > 0 de sorte que

Vz €R,¥neN, |f"(z)] < C.

™0
Alors Vz € R, f(z Z f z™. Autrement dit, f est DSE(0) sur R.

Démonstration. Soient z € R et n € N. Comme f € C"T1(R,K), I'inégalité de Taylor-Lagrange donne directement

i A cﬂ
= k! (n+ 1)!
|I‘n+1
car C est par hypothése un majorant de |f("*1)| sur [0, z] (ou sur [z, 0] si # < 0). Comme lilf CF] = 0 (cf. preuve de la proposition
n—-—roo (n .
. I . f®©) 4
précédente), le théoréme des gendarmes permet de conclure que f(z) = lim Z —x". O
n— oo “— k!
Le résultat suivant plus technique est hors programme. Il peut étre utile d’en comprendre la preuve :
Proposition 9. Soit f € C*°(] — a, a[,K) telle qu’il existe deux réels strictement positifs M et r de sorte que
Vo €] —a,af, Vn € N, |V (z)| < Mn!r"
) = F(0)
Soit b= min(a, ). Alors Vz €] —b,b], f(z) = E 7'96" : f est donc DSE(0) au voisinage de 0.
— n!
-1
Démonstration. Soient N € N et « €] — a, a[. Posons Ry (z / u (N+1) (1) dt. Verifier que |Ry (z)] < M (r|z|)N T et conclure
avec la formule de Taylor avec reste intégral. . O



IV. DSE(O) usuels. ce paragraphe regroupe les DSE(0) classiques & connaitre :

0. Soit z € C. On rappelle que si |z] < 1, alors 1

=

[

7.

. b.VzeR, sha =
.a.Ve eR, cosz = Z(—l)" e

.b.VmER,sinz:Z(— )

1 =
a. Ve el —-1,1, —— = z™.
] L Z

. b.Vz €] - 7—2(1

+oo  on

x
. a.VxGR,chm:Zw,
n=0

+oo p2n+1
ST
= @n+1)!

+oo 2n

T
= (2n)!
+oo 22n+1

= (2n + 1)

. Soit & € R\ N. Alors Vz €] — 1,1[, (1+

+oo p2n+1

Vz € [-1,1], arctanz = Z(— )"
n=0

et & savoir retrouver rapidement :

8.

®

1 =
= z".
2

.a. Ve e]—1,1], In(1 4+ ) Z(l"lw

.b.Vz e [-1,1], —In(1 — z) Z*
+oo e +o0 o
.Vz eR, ¥ = Z —. Plus généralement, Vz € C, ¢* = —-
n! n!
n=0 n=0

.(a—n—i—l)zn.

-1)
)< 71+a$+zaa

1+ +o0 I2n+1

avxe}—11[21( )72

1.3.
.b.Vze]-1,1], arcsma:*a:-l—z

1—2 — 2n 41"

..(2n —1) 20+l

4...2n) 2n+1°

n!



