Révisions et compléments : équations différentielles linéaires scalaires du second ordre.

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C et I est un intervalle de R. On note 6 la fonction nulle sur I.

1 Généralités.

Définition 1. Une équation différentielle linéaire scalaire du second ordre, d’inconnue y € C* (I,K), est une équation
(E) du type :
ay’ +by +cy=d
otia, b, ¢, d € C°(I,K) avec Va € I, a(x) # 0.
e Une solution sur I de (E) est donc une application y € C*(I,K) telle que :

Vo € I, a(x)y”(x) + b(x)y' (z) + c(z)y(x) = d(z).

o L’équation (E) est dite homogéne si d = 6.
e L’équation homogene associée o (E), notée (H), (E}) ou encore (Fy), est Uéquation : ay” + by’ + cy = 0.

Proposition 1. Soient a, b, ¢, d € CO(LK). On suppose que Vx € I, a(xz) # 0. Soit (E) : ay” + by’ + cy =d.
1. L’ensemble des solutions sur I de I’équation homogéne (H) associée o (E) est un sous-espace vectoriel de C*(I,K).

2. Soit u une solution sur I de (E). Alors y est solution de (E) sur I si et seulement si y — u est solution sur I de
I’équation homogene (H) associée & (E).

On admet le théoréme suivant, appelé théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, dont la démonstration est hors
programme :

Théoréme 1. [Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire]

Soit (a,b,c,d) € CO(I,K)* tel que Vo € I, a(x) # 0. Soient xo € T et (yo,yh) € K2.
Il existe une unique solution y € C*(I,K) de (E) : ay” + by’ + cy = d sur I telle que y(xo) = yo et y'(x0) = yh-

Ce théoréme permet de préciser la structure de 'ensemble des solutions d’une équation homogeéne :

Proposition 2. Soit (a,b,c,d) € CO(I,K)* tel que Vx € I, a(x) # 0. Soit (E) : ay” + by + cy = 6. L'ensemble des
solutions sur I de I’équation homogeéne : ay” + by’ + cy = 6 est un sous-espace vectoriel de C*(I,K) de dimension 2.

Démonstration. Notons S 'espace vectoriel des solutions sur I de (E). Soit z¢ € I.

S — K2
Considérons 'application T : . On vérifie que T est linéaire. De plus T est une bijection de
pp y = (y(o),y (x0)) d P !

S sur K? d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Autrement dit, 7" est un isomorphisme de S sur K2. Un résultat
d’algébre linéaire permet alors de conclure que dimg S = dimg K? = 2. O

Exemple 1. Résoudre sur]0,4oo[ (E) : 2%y" — 4xy’ + 6y = 0 en cherchant des solutions du type x — .

Définition 2. Soit (a,b,c,d) € CO(I,K)* tel que Va € I, a(z) # 0. Soit (E) I’équation homogéne : ay” + by’ +cy = 6.
On appelle systéme fondamental de solutions toute base (y1,y2) de S Uespace vectoriel de dimension 2 des solutions
sur I de (E).

Exemple 2. Vérifier que (ch, sh) est un systéme fondamental de solutions de (E) : y" —y =0 sur R.

La proposition 2 permet de préciser le résultat 2. de la proposition 1

Proposition 3. Les hypotheses et les notations sont celles de la proposition 1.
Soit u une solution (particuliere) sur I de (E). Soit (y1,y2) un systéme fondamental de solutions de I’équation homogéne
(H) associée a (E). Alors y est solution sur I de (E) si et seulement si il existe (o, ) € K2 tel que y = u+ ayy + Bys.

Proposition 4. [Principe de superposition] Les hypothéses et les notations sont celles de la proposition 1.
Supposons d = dy + do avec (d1,ds) € C°(I,K)2. Siuy (resp. ua) est une solution de (Ey) : ay” + by’ +cy = dy (resp.
de (E2) : ay” + by’ + cy = dz2) alors uy + ug est une solution de (E).



2 Rappels sur les équations différentielles linéaires homogénes du second
ordre & coefficients constants

Proposition 5. [Solutions & valeurs complexes de (E)]
Soit (a,b,c) € C? avec a # 0. Soit (E) : ay” + by’ + cy = 0.
L’équation caractéristique est ’équation (ec) d’inconnue r € C : ar? +br +c = 0. Alors :

e si (ec) admet deuz racines distinctes (r1,m2) € C?, y: R — C est solution de (E) sur R ssi il existe (o, 3) € C? tel
que
Vr € R, y(x) = ae™® + Ge™*.

e si (ec) admet une racine double 1o, y : R — C est solution de (E) sur R ssi il existe (o, 3) € C? tel que
Vr € R, y(x) = (ax + B)e™".

Proposition 6. [Solutions & valeurs réelles de (E)] Soit (a,b,c) € R?® aveca # 0. Soit (E) : ay” +by’ +cy = 0.
L’équation caractéristique est I’équation (ec) d’inconnue r € R : ar® +br +c = 0. Alors :

e si (ec) admet deuz racines réelles distinctes 71,72, y : R — R est solution de (E) sur R ssi il existe (o, 3) € R? tel
que
Vo € R, y(x) = ae™® + Be"?.

e si (ec) admet une racine double 7o, y : R — R est solution de (E) sur R ssi il existe (o, 3) € R? tel que
Vo € R, y(x) = (ax + B)e"”.

e si (ec) admet deux racines complexes (conjuguées) non réellesr = u+iv et ¥ = u —iv, y : R — R est solution de
(E) sur R ssi il existe (o, 3) € R? tel que

Vz € R, y(x) = e**(acos(vr) + Bsin(vz)).

3 Meéthodes de résolution

3.1 Recherche d’une solution particuliére dans trois cas classiques
Proposition 7. Soit (a,b,c) € C3 avec a # 0. Soit (E) : ay” + by’ + cy = P(z) ot P est un polynome.
Sic#0, (E) admet une solution polynomiale sur R de méme degré que P.

Exemple 3. Déterminer toutes les solutions y € C*(R,R) de (E) : y" — 2y +y=2>+ 2+ 1.
Exemple 4. Déterminer toutes les solutions y € C*(R,R) de (E) : y" +y' = 22,

Remarque 1. Soit (a,b,c) € C* avec a # 0. Soit (E) : ay” + by + cy = P(x)e*® ou P est un polynéme. On pose
y(x) = z(x)e*® et on obtient une équation différentielle & coefficients constants d’inconnue z dont le second membre
est P.

Exemple 5. Déterminer toutes les solutions y € C*(R,R) de (E) : y" — 2y +y = cha.

Remarque 2. Soient (a,b,c) € R? avec a #0, P € R[X] et w € R*.

Soit (E) : ay” + by’ + cy = P(x) cos(wx) ou ay” + by’ + cy = P(x) sin(wz).

On peut considérer (Eg) : aY"” +bY' + ¢Y = P(z)e™® d’inconnue Y € C*(R,C) et poser Y(x) = Z(x)e™. Les
remarques précédentes permettent de trouver une solution particuliere Y de (Ec) donc une solution particuliére y de
(E) car si'Y est une solution de (Ec), Re (Y) ouIm (V) est une solution de (E).

Exemple 6. Déterminer toutes les solutions y € C*(R,R) de (E) : y"" +y = ze® cos .

3.2 Meéthode de la variation d’une constante ou de Lagrange

Soient a, b, ¢, d € C°(I,K) avec Yz € I, a(z) # 0. Soit (E) : ay” + by’ + cy = d. On suppose que l'on connait une
solution y de ’équation homogéne (H) associée a (E) : ay” + by’ + cy = 0 qui ne s’annule pas sur I, c’est-a-dire



telle que Vz € I, yo(x) # 0.

Soit y € C*(I,K). Posons, pour tout z € I, z(z) = y((:r)) Alors z € C*(I,K) car z est le quotient de deux fonctions
YolT

de classe C%. Comme y = ypz, on a : y' = yhz +yo2' et ¥’ = yiz + 2yh2' +yo2". Par conséquent, y est solution de (E)
sur I ssi :

a(yz + 2yp2" +yoz") 4+ b(yoz + yo2') + c(yoz) = d

ou encore comme ay + byj + ¢y = 0 ssi pour tout x € I

a(z)yo(2)2" (z) + 2a(x)yo(z) + b(@)yo(x))' (z) = d().

Cette derniére équation différentielle est d’ordre 1 en I'inconnue u = 2z’. Il nous reste a déterminer par un calcul de
primitives 2z’ puis z d’ou y.

Un exercice corrigé. Résoudre sur I =] —1,+o00] (E) : (1+2)y" =2y + (1 —2)y = xze ™.
e On vérifie facilement que x +— e* est une solution de 1’équation homogene associée (Ej).
Utilisons la méthode de la variation d’une constante (ou de Lagrange).

Soit y € C*(I,R). Posons pour tout z € I, y(z) = z(x)e”.

L’application z : x +— y(z)e=* € C*(I,R) et on vérifie que y est solution de (E) sur I ssi

Vo eI, (14 2)2" (z) 4+ 222 (x) = ze 22,

Posons u = 2’ et notons (£) I'équation différentielle : (1 + z)u’(z) + 2zu(r) = ze=2*.
2 2
En remarquant que T f =2— T on obtient que la solution générale de 1’équation homogene (£y) associée a (&)
x x

est de la forme z — c(x+1)%e~2%, ¢ € R. On utilise ensuite la méthode de la variation de la constante pour déterminer
toutes les solutions u de £. A cet effet, posons u(z) = c(z)(z 4+ 1)%=2* ot ¢ € C*(I,R). Un calcul de dérivées montre

que u est solution de & sur [ ssi Vo € I, ¢/(z) = Grip
Comme —~ (r+1)—1 1 1
mm = = -
(x41)3 (x41)3 (x+1)2 (z+4+1)3%

il existe k£ € R tel que

1 1
+k

Ve el =— .
x e, c(x) x+1+2(:17+1)2

Ainsi u est solution de (&) sur I ssi il existe k € R tel que Vz € I,

1 1

= — k 1 2 —2x
u@) (- o1 oy PR+
1
_ _(93‘2|' )e_2w+k(x—|— 1)2e2"
Donc il existe k € R tel que Vx € I, 2/(x) = —%Ll)e’% + k(z +1)%e22.
Soient P une primitive de x — —we’h et Q une primitive Q de z — (z + 1)%e=22,

Alors il existe (k,1) € R? tel que Vx € I, 2(z) = P(x) + kQ(z) + [ et finalement y est solution de (E) sur I ssi il existe
(k,1) € R? tel que Vz € I, y(z) = 2(x)e® = P(x)e® + kQ(x)e® + le*.

(z+1) ef2z

En primitivant par parties, on obtient quune primitive P de x +— —~5=* (2243) 22

estxHT

En primitivant deux fois par parties, on obtient qu’une primitive Q de z + (z + 1)%?¢=2% est x

Par conséquent, y est solution de (E) sur I si et seulement si il existe (k',1) € R? tel que Vx € I,

_ (20%460+5) 20
. .

2 3 . " .
y(z) = %e‘l + k' (22% 4+ 62 + 5)e™ " + le”
solutions de (Eg)
aprés avoir posé k' = —%.
Exemple 7. Résoudre sur I =] —1,+00[ (E) : 1+z)y" —y —ay=e"*.

On utilise la méthode de la variation d’une constante avec yq : © +— €* solution (ne s’annulant jamais!) de l’équation
homogeéne (H) associée a (E) pour obtenir finalement que y est solution sur I de (E) ssi il existe (o, 3) € R? tel que
Vo €1, y(z) = e + a2z + 3)e™" + Be”.



3.3 Recherche de solutions DSE(0)

On peut étre conduit a chercher (quand il y en a!) les solutions y de (E) sommes de séries entiéres, c’est-a-dire de la
forme : y(x Z anpx™, — R, R[. On détermine alors a,, et R.

Un exercice corrigé. Soit [’équation différentielle (E) : xy” +y' +y = 0.

Déterminer les solutions de (E) développables en série entiere en 0.
Vérifier que, parmi ces solutions, il en existe une seule, notée h, telle que h(0) = 1.

Soit Z anx™ une série entiére a coefficients réels, de rayon de convergence R €]0, +00]. Notons I =] — R, R] et posons,
n>0
pour tout z € I, y(x Z anx™. D’aprés le cours sur les séries entiéres, y est indéfiniment dérivable terme & terme

sur I. On a donc, en partlcuher

+oo
Ve el y'( Z na,z"" ' et y"(x) = Z n(n — 1)ap,z" 2.
n=1 n=2
La fonction y est alors solution sur I de (E) ssi
+oo —+oo
Vwelz n—lann1 Znanxnl Zanxnzo
n=2 n=0

ou encore ssi
—+oo —+o0 —+oo
Ve el, E n(n — 1)an:17"*1 + E nanz" ' + E apz™ =0
n=1 n=1 n=0

car le terme d’indice n = 1 de la premiére somme ci-dessus est nul.
Donc, en regroupant les deux premiéres sommes ci-dessus, y est solution sur I de (E) ssi

—+oo —+oo
Ve el, E na,z™ " + E anxz™ =0
n=1 n=0

Effectuons dans la premiére somme ci-dessus le changement d’indice p = n — 1 puis le changement de notation n = p.
On obtient alors que y est solution sur I de (E) ssi

+o0o
Vo eI, Z[(n +1)%a,11 + ap)z™ = 0. (1)
n=0

Par unicité du DSE(0) de la fonction nulle sur I, y est donc solution sur I de (F) ssi
VneN, (n+1)%ang1 +a, = 0. (2)
—1)m
(n)?

Un raisonnement par récurrence élémentaire montre que Vn € N, a,, = ag et donc que

(

= _1)n n
Vo € I, y(x) = ag Z g a™. (3)
n=0 :

—_1)n
Le critére de D’Alembert montre que la série entiére Z )
s ()2

Les coefficients a,, de la somme de série entiére de I’égalité (3) sont les solutions de (2). Donc les solutions y DSE(0)
de (E) sont bien celles données en (3) et ces solutions y sont solutions de (E) sur R. De plus, d’aprés (3), y(0) = ag
—1)"
(n1)?

™ a pour rayon de convergence +00.

n

et 'unique solution h de (E) sur R, DSE(0) sur R et telle que h(0) =1 est : x — Z

Remarque. L’ensemble des solutions DSE(0) sur R de (F) est donc l'ensemble des fonctions proportionnelles (coli-
néaires) a h. Cet ensemble Vect(h) est un espace vectoriel sur R de dimension 1 (la droite vectorielle dirigée par h).



