Spé PC. Lycée Rabelais. Saint-Brieuc. Durée : 4 heures.
Samedi 12 octobre 2024.
Devoir de mathématiques en temps limité n° 2.

Pour tout n € N, on pose : u, = sin(7(3 +v/5)") et s, = (34+v5)" + (3 — v/5)".

1. Développer et simplifier s, en utilisant la formule du binéme, et montrer que s, est un entier naturel pair.

2. En déduire que u, ~ —m(3 —V/5)", puis déterminer la nature de la série Z Up.
n>0

1. Soient a et b deux réels positifs. Justifier que |In(1 + a) — In(1 +b)| < |a — b).
2. On considére, pour tout n € N*, la fonction f,, définie sur [0, +-00| par :

na>
1+nx

Vo € RT, fol(x) = In(1 + )-

2. a. Montrer que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement sur R* vers une fonction f que I’on précisera.

1
2. b. Soit n € N*. Déduire de 1. que pour tout z € R, |fn(x) — f(x)] < =, puis justifier que la suite de fonctions (f,)nen
n

converge uniformément sur R* vers f.

Soit g € C*([0, 1], R). On considére la suite de fonctions (fy)nen+ définies sur [0,1] par : f,(z) = 2"g(x).

1. Déterminer la limite simple sur [0, 1] de la suite de fonctions (fn)nen=.

2. Prouver que si la suite de fonctions (f,)nen+ converge uniformément sur [0, 1], alors ¢g(1) = 0.

3. Un exemple. Soit g(x) =1 — z, = € [0,1]. Etudier la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions (fpn)nen*.
4

. On revient au cas général. On suppose désormais que g(1) = 0. Soit M = m[aax] lg’ (t)].
teo,1

4. a. Justifier que Vz € [0,1], |g(z)| < M (1 — z).

4. b. Prouver que la suite de fonctions (fn)nen+= converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle.

+oo
Soit (an)nen une suite de réels positifs telle que la série Z an converge. Pour tout n € N, on note : r, = Z ar.
n>0 k=n

Soit I un intervalle de R et (fn)nen une suite de fonctions continues sur I, & valeurs dans R, telle que :
Vn € N, Vo € I, |fas1(2) = fu(2)] < an.

1. Démontrer que la suite de fonctions (f)nen converge simplement sur I. Indication : utiliser le lien suite-série.

e On note f la limite simple de la suite de fonctions (fn)nen, c’est-a-dire la fonction f définie sur I par :
Ve el, f(z) = lirf fn(x).

n+p—1

2. Soit n € N et p € N*. Veérifier que Va € I, |fnip(x) — fn(z)]| < Z ax. En déduire que Vz € I, |f(z) — fu(x)] < ra.

k=n

3. Justifier que f est continue sur I.

. in(10%"
On pose, pour tout n € N et pour tout x € R, u,(z) = Sul(loinx)

1. Montrer que la série de fonctions E Uy, converge simplement sur R.
n>0

—+oo

e Pour tout z € R, on pose : f(z) = Zun(m)
n=0

2. Prouver que f est continue sur R.

3. Calcul de I = /4 f(z)dx.
0
™

3. a. Soit n € N. Calculer cos(10°" - Z)

2
3. b. Prouver que I = 1,002 — g

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

. n 2
1. Soit a, = (n-l- 1)" ,n e N*.
1. a. Montrer que a, ~ Ce ™" ou C est une constante réelle a préciser.
n— oo

1. b. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E anz".
n>1

2. Soit (bn)nen une suite de réels telle que ¥n € N, n+ 1 < b, < 3n? + 5.

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E bnz".
n>0



- (="
Exercice 7.| On pose, pour tout n € N et tout > 0, un(z) = .
vn+x

1. Prouver que la série de fonctions Z U, converge simplement sur ]0, +00[.
n>0

2. Prouver que la série de fonctions E U, converge uniformément sur ]0, +0o0].
n>0

(="
Vn+a

3. Prouver que f est continue sur |0, +ool.

—+o0
e On pose, pour tout z > 0, f(z) = Z
n=0

4. Prouver que f est de classe C' sur |0, +-o0].
5. Montrer que f est décroissante sur |0, +o0].
6. Simplifier f(z + 1) + f(z) pour tout > 0.

7. Déduire de 5. et 6. que f(z) ~ #
r—+o00 €T

Probléme 1. | On pose, pour n € N* et ¢ > —1, un(z) = In(n) + z_ In(z + n).
n

1. Montrer que si z > —1, la série Z un(z) converge.

n>1
= = 1
O te al > -1, 5(z) = n t C=95(1) = — —In(1+—)).
e On note alors, pour z , S(z) ngilu (z) e (1) g:l(n n( +n))
1
e On pose, pour n € N* et x > —1, vy (z) = .
P P n(@) (n+z+1)(n+x)
1
2. a. Vérif iz > —1, lasérie v, ¢ .
a. Vérifier que si a série v, (x) converge et a pour somme 5z

n>1

2. b. Soit a > —1. Montrer que la série de fonctions Z v, converge normalement sur [a, +00].

n>1
3. a. Soit > —1. Simplifier D(z) = S(z + 1) — S(x).
3. b. Prouver que D est de classe C' sur | — 1, 4o0[ et préciser D'(x) si > —1.

(z+1)

T
4. Soit T'(x) = 5@ 2 > —1. Montrer que Yz > —1, @) =e“(1+ ).

1 _
On pose enfin, si z > 0, I'(z) = P Oz T(z).
5. a. Déterminer pour = > 0 une relation simple entre I'(x + 1) et I'(x).
5. b. Calculer I'(1) puis I'(p) pour p € N*.

Probleme 2. | Un exemple d’une fonction continue sur R mais nulle part dérivable.

. 6"
A. 1. Démontrer que, pour tout z € R, la série de terme général : u,(x) = C()séinx)’ n € N, converge.
= cos(6"x)
e On pose alors : f(z) = Z T eR.
n=0
A. 2. Démontrer que f est continue sur R.
n “+oco
B. Soit n € N. Soit z € R. On note : S, (z) = Zuk(x) et Ry(z) = Z uk(z).
k=0 k=n+1

e Soit 2o € R. On pose : e, = E(—=x0), ou E désigne application partie entiére.
m

Enfin, on note : a, = 61”% et b, = 61”(671 +1).

1. Vérifier que Vn € N, a,, < 20 < b, et que lim a, = lim b, = xo.
n—-+4oo n—-+oo

2. Soit n € N*. )

2. a. Montrer que Ry (an) = Rn(bn) = on

2. b. Montrer que uy, (bn) — un(an) = (—1)*» "1 27"+,

2. c. Montrer que |Sn—1(bn) — Sn—1(an)| < %
2. d. En déduire que |M| > 30 (2- E).
b, — an T 2

3. Démontrer que f n’est pas dérivable en xg. Indications : Raisonner par l’absurde en supposant f dérivable en x.

. bn) —
Ecrire le développement limité de f a l'ordre 1 en xo puis étudier hrf MA
n—-+oo n — Qn



