Spé PC. Corrigé du devoir de mathématiques en temps limité n° 2 (12.10.2024).

Exercice 1. Séries numeériques.

n n n
1. En utilisant deux fois la formule du binéme, on a : s, = Z (n)3"7k(\/5)k + Z (")3"*’9(_\/5)’9 = Z (n)?,"*k(l —+ (—1)’9)\/§k
k=0 k k=0 k k=0 k
Or 14 (=1)* = 2 si k est pair et 14 (—1)* = 0 si k est impair; et les entiers k& € [0,n] qui sont pairs sont les entiers k = 2p avec
p € [0, [ 5 ]]. Par conséquent :
L5 L5

Sn = (2’;)3”*21’ 2.5 = 2;] (;;)3”*% 5P

eN
L5]

est bien un entier pair car la somme E <2 )3"72” - 5P est une somme d’entiers naturels.
— P
=0

Autre méthode : Posons r{ = 3+ V5 et ro =3 — /5. Comme 7] + 79 = 6 et 7170 = 9 — 5 = 4, r1 et ro sont les deux solutions (réelles)
de I’équation du second degré, d’inconnue 7, 72 — 6r 4+ 4 = 0. En utilisant le cours sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2, on peut
affirmer que la suite (s5) vérifie la relation de récurrence linéaire : sp42 = 6sp41 —4sn. Or sg = 2 et s1 = 6, donc pour tout n € N, s, € Z
(récurrence) et finalement s, € N* car s, > 0.

2. D’aprés 1. up, = sin(n(s, — (3 — V5)") = sin(—7(3 — V/5)"™ + msp) = sin(—7(3 — v/5)") = —sin(7w(3 — v/5)") car sin est 2m-périodique

et impaire. De plus sinx ~o et la suite géométrique ((3 — v/5)™)nen converge vers 0 car 3 — /5 €]0, 1[. D’owt up, ot —7m(3 —5)".
Tr— n— oo

Et la série Z uy, converge par la régle de ’équivalent de signe constant (négatif ici) car la série géométrique Z 3- \/5)n converge (de

n>0 n>0
raison 3 — /5 €]0, 1[).

Exercice 2. Suites de fonctions.

1. Si a = b, I'inégalité demandée est évidente. On peut supposer b > a. Alors : In(1+b) —In(1+a) > 0 et

b
1
1n(1+b)71n(1+a):/‘ ——dz <b-—a.
o 14z

1 LS| b
CaI‘VJBGR-‘_,iSldOHC/ 7dac§/ ldx=b—a.
14z o 1+ a

Autre méthode avec ’égalité des accroissements finis (EAF) :

Comme f : x — In(1 4 z) est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b[, il existe ¢ €]a, b[ tel que

JO) = fl@) = (1 +b) ~In(1+0) = (b—a)f'(c) = “"“Mic <b-a

1
car ¢ étant positif, —— < 1.
1+c¢
2. a. Pour tout n € N*, f,(0) = 0. Donc lirf fn(0) = 0. Et pour tout z > 0, liIE fn(z) =In(1 4+ x) car u est continue en x et
n—-+4oo n—Too

nﬁ

. . T
lim = lim =z
n—+oo 1 +nxr n—+too 1+ proee

Donc la suite de fonctions (fn)nen+ converge simplement sur RT vers f : 2 +— In(1 + x).

2
1
) (1 4a) < —— <

2. b. Soit n € N*. D’aprés 1. pour tout x € R*, |fn(z) — f(z)] = |In(1 + —
1+nx l+nx ~ n

IN

car nx < 14 nax.

1
Autrement dit, la fonction |f, — f| est majorée sur RT par —. Par conséquent :
n

(%)-

Sl

0< Ifn = fllooet = sup |fn(z) = f(2)] <
zERT

La suite de fonctions (fn)nen+ converge uniformément sur RT vers f : lm ||fn — flloo,g+ = 0 par (x) et le théoréme de la limite par

li
n——+oo
encadrement.

Exercice 3. Suites de fonctions.

1. Pour tout = € [0, 1], la suite (fn(z))nen+ est une suite géométrique de raison z, donc nll)l}_loo fn(z) = 0. De plus, la suite (frn(1))nen*
est constante, de constante égale a g(1). Donc ngrfoo fn(1) = g(1). La limite simple sur [0, 1] de la suite de fonctions (fn)nen+ est donc la
fonction f définie sur [0, 1] par : f(z) =0siz € [0,1], et f(1) = g(1).

2. Comme g est de classe C! sur [0,1], g est a fortiori continue sur [0, 1]. Chaque fonction f,, est donc continue sur [0, 1] comme produit
de deux fonctions continues, et en particulier continue (a gauche) en 1. Si la suite de fonctions (fn)nen+ converge uniformément sur [0, 1]
vers f, f est aussi continue (& gauche) en 1 d’aprés le théoréme de continuité de la limite d’une suite de fonctions (CVU et continuité). On
adonc: f(1) = lim f(x), i.e. g(1) =0 d’aprés 1.

r—1—



3. Dans cet exemple, g(1) = 0. D’apreés 1. la suite de fonctions (fn)nen+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle 6 sur [0, 1].
L’étude des variations de f,, — 0 = fy sur [0, 1] montre que :

n n ., 1
ni= sup Un(a) = 0@)| = mas fole) = Sn () = )" oy
N —
<1

Ainsi  lim s, = 0 car, pour tout n € N*, 0 < s, < ?
n—-+oo

La suite de fonctions (fpn)nen* converge donc uniformémént sur [0, 1] vers la fonction nulle.

Remargue. On aurait pu aussi utiliser lim ( Y= lim (14 =)~ =e~! pour justifier que lim s, = 0.
n—+oo n 41 n—-+oo n n—-—+o0

4. a. D’aprés les propriétés de ’'intégrale :

1 1
Ve € [0,1), o(@)] = | g(1) x>|—|/ dt|</ |g’<t>\dts/ Mdt = M(1 - ).

Autre rédaction utilisant l’égalité des accroissements finis : L’inégalité a prouver est une égalité si x = 1. Soit € [0,1[. Comme g est
continue sur [z,1] et dérivable sur ]z, 1[, le théoréme des accroissements finis donne l’existence d’(au moins) un réel ¢ €]z, 1] tel que
9(1) — g(z) = (1 —)g'(c). Or |¢/(c)| < M, donc

l9(1) = g(=)| = |1 = 2)g ()] = (1 — 2)|g’(c)| < M(1 - 2).

4. b. D’aprés 1. la suite de fonctions (fn)nen* converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle car g(1) = 0.
Soit n € N*. D’aprés 4. aet 3., on a :

M
Va € [0,1], |fa(z) — 0(z)| = 2"[g(2)| < Ma™(1 —z) < :
n-+1
M
Donc pour tout n € N*, 0 < [[fn — O||cc := sup |fn(z)—0(x)| = m[%xl] [fn(z)| < . La suite de fonctions (fn)nen+ converge donc
z€([0,1 z€|0,

uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle car li{l‘} [lfrn — flloo = 0 par le theoreme des gendarmes .
n— (e o)

Autre rédaction possible pour prouver la CVU de (fn) vers 6 sur [0,1].

Soit € > 0. Choisissons N € N* tel que N+1 < e, c’est-a-dire tel que N > & _ 1.
Remarquons qu’un tel N ne dépend que de €! On a alors :

¥ N, Yo € 0.1], [fa(z) = 02 = |fa(2)] = a"lg(@)] < S < o <=

Exercice 4. Suites de fonctions.

1. On demande donc de prouver que, pour tout = € I, la suite (fn(z)) converge :

Soit € I. Comme la série Z an converge, la série Z |fnt+1(x) — fn(z)| converge par comparaison (de termes positifs).

Autrement dit, la série Z(fn-H (z) — fn(x)) converge absolument, donc converge (par théoréme).

D’ou la convergence de la suite (fr(z)) par le lien suite-série.

n+p—1
2. ScitneN,peN*etx€l. Ona: fnip(x)— fu(z) = Z (fr+1(x) — fr(z)) (telescopage) et donc, par inégalité triangulaire :
k=n
n+p—1 n+p—1
lfntp(@) = Fa@)] < D |fer1(@) = fr@] < D an
k=n ———~—" k=n

<ag
En faisant tendre p vers +oo dans I'inégalité précédente (x et n étant fixés), on obtient bien :

n+p—1 “+oo
li n = d li n — fn(z)| = — fn t i = =ra la limit
car pJE‘I}oof 4+p(x) = f(z) (donc p;rfw|f tp(@) — fa(z)] = |f(z) — fu(z)]) e m ; ar = kz;lak rn (un passage a la limite

conservant les inégalités larges).

3. D’aprés 2. chaque fonction f, — f est bornée sur I avec : 0 < || fn — flloo,1 = sup |[fn(z) — f(z)] < rn (%).

n—1 — —+oo
— — ? —
Or ngrfoo rn=0carVn > 1,r, = kz% ag ,;) ay et llm Z ap = kz;)ak (T est le reste d’indice n — 1 de la série convergente ; an)
n

On déduit de (x) et du théoréme de la limite par encadrement que lirf lfn — flloo,r = 0, en d’autres termes que la suite de fonctions
n—-+40oo

(fn)nen converge uniformément sur I vers f.

Et comme chaque fonction f, est, par hypothése, continue sur I, le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions (CVU et
continuité) permet de conclure que f est continue sur I.



Exercice 5. Séries de fonctions.

1. Il s’agit de prouver que pour tout = € R, la série de réels Y un () converge.

in(10%" 1
Soit € R. Pour tout n € N, |un(z)| = |Sm(107nx)| < (E)" car Vt € R, |sin(t)| < 1.
La série géométrique Z(%O)", de raison 1—10 €] — 1,1[, étant convergente, la série > |un(x)| converge donc par comparaison de termes

positifs. En d’autres termes, la série > un(x) est absolument convergente, donc (par théoréme) convergente.
2. D’aprés le théoréme de continuité du chapitre série de fonctions (CVU et continuité), f est continue sur R car :

a) Chaque fonction u, est continue sur R (comme composée car sin et  — 102" sont continues sur R),
b) La série de fonctions ) un converge normalement (donc uniformément sur R) car

1
¥n €N, Vo €R, lun ()] < (15)"

et la série géométrique 2(1—10)" converge.
Autre rédaction possible utilisant la définition de la CVN : chaque u, est bornée sur R avec plus précisement

I=(3 )

u = Sup |un ()| = max |un(x)| =
Junloe = sup [un(e)| = ma fun ()] = un (55

donc la série (géométrique) Y ||unl||oo converge.

3. a. Notons ¢, = cos(102”%)7 ne€N. Ona:cy=cos(})= g, c1 = cos(256m) = —1 et pour tout n > 2, ¢, =1:sin=2+p, avecp €N,

% = % -10%P = 2. 1225 - 10%P est un entier pair, et si N est pair, cos(N7) = 1.

3. b. D’aprés 2. f est la somme d’une série de fonctions continues sur R (donc sur [0, 7]), qui converge uniformément sur R (donc sur

[0, %1)- Donc par théoréme (intégration terme & terme), la série Z / un () dz converge et :

n>0
F 2 3 tes
/ fl)de = Z/ un(z) de = Z e | cos(102”90)]O
0 n=0"0 10°n
+ oo
1 1 V2 2 V2
_ P S S S —1- 2 1002 22
Z‘; T (1~ en) = (1= co) + 3555 (1 = 1) * 1000 2
car d’aprés 3. a. Vn > 2,1 — ¢, = 0.
Exercice 6. Séries entiéres.
1. a. Rappelons que In(14+ ) =1 — 1. 4+ 2 en avec lim g, = 0. On a donc :
n n n—-+oo
ap = (n+ 1)777.2 _ e—nz 1n(1+%) — 2(**%724’ €n) —e ™. 6% . efn ~ 6%67’"
n n—-+4oo

1
car lim e°" = 1. La constante C cherchée est donc e2.
n—-—+oo

1. b. Notons un(z) = apz™, z € R. Comme an, ~ Ce ", apy1 ~ Ce~ (1 Pour tout = non nul, un(z) #0 et :

n—-—+oo n——+oo
luns1(@)] Gty e
|un(x)| n——+oo an n—-—+oo
Donc
[un+1 ()]

1
=e xZ|.
w2 (@) =

D’aprés la régle de D’Alembert, si e™!|z| < 1, c’est-a-dire |z| < e, la série 3 un(x) converge absolument et si |z| > e, la série > ana™
diverge grossiérement car lil}"_l |un ()| = +o00. Donc le rayon de convergence de la série entiére Z anx™ est égal a e.
n— o0
n>1

Variante. D’aprés 1. a. et une propriété du cours, la série entiére E anx™ a le méme rayon de convergence que la série entiére (géomé-
n>1

trique) Z Ce "z" = Z C " (égal a e).
n>1 n>1
2. Posons pour tout n € N, a,, = n + 1 et ¢,, = 3n? + 5. On vérifie classiquement (en utilisant le critére de D’Alembert) que le rayon de
convergence R, de la série entiére Z anz” est égal 1. De méme le rayon de convergence R. de la série entiére Z cnx™ est égal a 1.
n>0 n>0
Notant Ry le rayon de convergence de la série entiére Z bpx™, on a, par une propriété du cours, Ry < R, et Ry > R.. D’ou Ry = 1.
n>0

Exercice 7. Séries de fonctions.

1. Pour tout « > 0, la série Y un () est une série alternée (un (x) est strictement positif si n est pair et strictement négatif si n est impair),
convergente par le critére des séries alternées car la suite (|un(z)|), c’est-a-dire la suite (ﬁ), est décroissante, de limite nulle. Donc la

série de fonctions ) uy, converge simplement sur ]0, +ocol.



2. Soit x > 0. Comme la série Y up(z) est une série alternée (convergente) telle que la suite (Jun(x)|) est décroissante, de limite nulle, on

a de plus :
1

\/n Fi+az
Donc i) chaque fonction Ry, est bornée sur |0, +o00o[ puisque Vz > 0, |Rn(x)| < \/7 () et

vn € N, [Rn(2)] < lupt+1(z)| =

i) la suite de fonctions (R, ) converge uniformément vers la fonction nulle sur |0, +oo[ car, d’aprés (x),

0 < |[Rnlloc = sup [Rn(z)| < (%)
x>0

1
vn+1
et par ’encadrement (xx), hT [|Rn||cc = 0. La série de fonctions ) uy, converge donc uniformément sur |0, +oo|.

n— oo
3. Par théoréme, f est continue sur |0,+oo[ car chaque fonction u, est continue sur |0,+oo[ et la série de fonctions > u, converge
uniformément sur |0, +oo[ (donc sur tout segment de ]0, +-o00[) d’aprés 2.
4. Posons I =]0, +oo[. On constate que :
(-

3

2(n+x)2

i1) La série de fonctions > u, converge simplement sur I d’aprés la question 1,
g

(i) Vn €N, up, € C1(I,R), avec Va € I, ul,(x) = (—1)"((n+x)*%)’ =

)

(#1) La série de fonctions Y u!, converge uniformément sur ]0, +oo[ (donc sur tout segment [a, b] C]0, +oo[) :

Soit & > 0. La série 3. u/, () est une série alternée (convergente) telle que la suite (|Ju/, (z)|) = (——)) est décroissante, de limite nulle.
2(n+x)2

Notons 7y (z) le reste d’indice n de cette série. On a alors :

1

Vn €N, |rn(@)] < |upiq (@) = ————-
2(n+1+x)2

1

Donc chaque fonction 7, est bornée sur ]0, +00[ puisque Va > 0, |rn(z)| < (*) et la suite de fonctions (7 ) converge uniformément

- 2(n+1)%
vers la fonction nulle sur |0, +oo[ car, d’apres (%),
1
0 < [Irnlloc = sup |rn(z)] £ ———— (%)
x>0 2(n + 1)§

et par (xx), lim |rp|lcc =0.
n—-+oo
Par conséquent, d’aprés le théoréme de dérivation terme a terme de la somme d’une série de fonctions, f € CI(I7 R) et

OO
TVICE SEACRS SE s
n=0 n=02(n+ m) 2
Remarque. La rédaction proposée ci-dessus en iii) peut étre remplacée par :

La série Z ul, converge normalement (donc uniformément) sur tout segment [a,b] C]0, +0o] :

1
Vi > 0, Ve € [a,B], |l (2)] < ——— (= an)
2(n+a)2
et Y an converge par la régle de l’équivalent positif car on — ~ 13 .
n—+0o0 9n 32
1
Autre fagon de rédiger : comme ||uplloo ja,0] = sUp |ug, (2)] = max ———= = |uy(a)| = an, 3 |luplloo,[a,b) converge.
€la,b] 2€[a,b] o(p 4 )2

5. Soit z > 0. On a f/(x) < 0. En effet, f/(z) est la somme d’une série alternée convergente par le critére des séries alternées. Donc, d’aprés
une propriété du cours, le signe de f/(z) est celui du premier terme ug(z) = ——3 < 0 de la somme f'(z).

xT
Donc f est (strictement) décroissante sur |0, +oo|.

6. Soit x > 0. En commencant par effectuer le changement d’indice p = n + 1 dans la somme f(z + 1), on obtient :

nr (—1p—t 1
flx+1) Zm Z\/m Zm —(f(z) — \/E)
Cest-a-dire : f(x + 1)+ f(z) = %

7. Soit x > 1. Comme [ est décroissante sur |0, +oo[, on a: f(z + 1)+ f(z) < 2f(x ) et f(x — 1)+ f(z) > 2f(x).

1
En utilisant I’égalité de la question 6. avec x et x — 1, on obtient —— < ou encore
. q N ELUGE Qﬁ
1<2Vaf(2) < | —.
r—1

T
Comme lim =1, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim 2v/zf(z) = 1, c’est-a-dire que :
r—+oo x — 1 r—+o00

1

f(x) oo 20z

Probléme 1. Séries de fonctions.

1. Soit > —1. Remarquons que, pour tout n € N*, n 4+ 2 > 0 donc In(n + x) a un sens.



22

Bt un(e) = © —In(1+ (F o 2t oree()) = o 0rsel ). Done un(a)
un(z) = — —1In —)=——-(——=—=+o —)==—=+o —). Donc un(z) ~ —.
" n n n n  2n? ool 2 2n2 ooz " noteo 2n2
1
Comme E — est une série de Riemann convergente, E up (x) converge (régle de 1’équivalent positif).
n>1 n n>1
- . L s 1 1 - .
2. a. La série Z vn(x) converge par la régle de I’équivalent positif car vp(z) ~ — et E — est une série de Riemann convergente.
n

2 2
— o0
n>1 n n>1 n

1
Remarque : Attention! Si x €] — 1,0[, pour tout n € N*, (n + x + 1)(n + x) < n? et donc vy, (z) > =
n
n

n
1 1 1 1
De plus, tout n € N*, 3 =3 - - - d
e plus, pour tout n kzlvk(z) k:1($+k m+k+1) 71 sFntl onc

—+o0 n 1
vg(x) = lim vp(r) = ——.
3 ule) =t 3 oule) = g

1

————— (= wn(a)).
(n+a+1)(n+a)( n(a))

La suite (vn(a)) est une suite de réels positifs (ne dépendant pas de z) et d’aprés 2. a. la série Y vy (a) converge.
La série de fonctions ) vy, converge donc normalement sur [a, +ool.

2. b. Soit a > —1. On a : Vz € [a,+oo[, Vn € N*, |vp(z)]| = vn(z) <

Remarque : Notons, pour tout fonction f bornée sur [a,+o0[, ||f|]loc :== sup |f(z)|. Reformulons le résultat obtenu en utilisant cette
z€la,+oo|
norme infinie. On a, pour tout n € N*, |lvn|lco := sup |vn(z)|= sup vn(z) = vn(a). Ainsi la série (des normes infinies) > [|vn /oo
z€[a,+oo| z€[a,+oo|

converge. D’oul la dénomination convergence normale.

3. a. Soit z > —1. On vérifie facilement que

+o0 too
D(a) = S(a+1) = S(a) = 3 (un(a+1) —un(@) = 3 (5 ~ (L + ——)).
n=1 n=1

1

3. b. Considérons pour tous n € N* et z > —1, wp(z) = up(x + 1) —un(z) = — —In(1 + m
n z+n

Notons pour simplifier I =] — 1, +oo[. Alors :

1

— = vu(x).

(n+z+1)(n+x) n(@)

(ét) La série de fonctions ) wy, converge simplement sur I d’aprés 1. (ou 3. a.) ... car Vo > —1, > un(z) et > un(x + 1) convergent.

(i) Vn € N*, w,, € C1(I,R), en remarquant que Vz € I, w),(x) =

(412) Soit [a, b] un segment quelconque de |—1, +oo|. La série de fonctions Y w/,, c’est-a-dire la série de fonctions Y vy, converge normalement
donc uniformément sur [a,b] d’aprés 2. b. car cette série de fonctions converge en fait normalement sur [a, +00|.

Par conséquent, d’aprés le théoréme de dérivation terme & terme de la somme d’une série de fonctions, D € C'(I,R) et d’aprés 2. a.

+oo +oo 1
Vo €I, D'(z) = Z wi, (z) = Z vp(r) = ——.
n=1 n=1 z+1

4. Précisons tout d’abord I’expression de la fonction D. D’aprés 3. b., il existe K € R tel que Vo > —1, D(z) = In(z+1) + K. Or d’aprés 3.
T 1
a. K =D(0) = C. Donc Vz > —1, D(z) = In(z 4+ 1) + C. Ainsi VY > —1, % = 5@+ =S(2) — D(2) — (CtiIn(z+1) — Celn(et1) -
x
eC(z+1).
5. a. Soit z > 0. On a I'(z) > 0 et d’apreés 4.

Fz+1) =« e~ Clatl) Tz 4 1) r _ocTlE+1) =

I'(x) z+1 e Co T(x) Trr1” T(z)  x+1

e CeCz+1) =2z

Dou I'(z + 1) = 2'(x).
5. b. Tout d’abord T'(1) = e~ “T(1) = e~ %) = ¢=CeC = 1.

Soit p un entier supérieur ou égal & 2. En se servant p — 2 fois de I’égalité de la question 5. a. ,avecz =p— 1,z =p—2,..., = 2, on
obtient

'p=@E-DI'e-D=@E-DE-2)I'e-2)=--=@E-HE-2)...21.I'1) = (p-1)TQ1)=(p—- 1!

Probléme 2. Un exemple d’une fonction continue sur R mais nulle part dérivable.

1
A. 1. La série géométrique Z(f)" converge car |%| = % < 1. On en déduit que, pour tout z € R, la série Z un (x) converge absolument
n>0 n>0
1 1
| cos(nz)| <Ly
2n 2n 2
A. 2. D’aprés le théoréme de continuité du chapitre série de fonctions (CVU et continuité), f est continue sur R car :

par comparaison (donc converge) car pour tout n € N, |un(z)| =

a) Chaque fonction u, est continue sur R (comme composée car cos est continue sur R),
b) La série de fonctions Z up converge normalement donc uniformément sur R (et a fortiori sur tout segment [a,b] C R) : en effet, pour
n>0
2 1 Pt N . P " 4 .
tout n € N, up est bornée sur R avec [|un[|oo,k = SUPgeR [un(z)| = [un(0)| = (5)™ et la série Z [|un||oo,r, Cest-a-dire la série géométrique
n>0

1
Z (5 )™, converge.

n>0



n
B. 1. Par définition de la partie entiére, on a : e, <

0 L T N
< ep+1dou ()_—neyL <zp < 67(% + 1), c’est-a-dire an < xo < bp.

. R g
On a aussi xg — 24y < an < xg et Tg < by < 20 + 2 G car bn :anJr%. Enfin commenhr_{looﬁ—n =0,ona:
lim ap = lim b, =x9
n——+oo n—-+o0

par le théoréme des gendarmes.

B. 2. a. Rappelons que pour tout N € N, cos(2N7n) =1. On a :

= = cos(6F ey )
Baw) = 3% o= 3 o0 rem),
k=n+1 k=n+1

Or pour tout entier k > n 4+ 1, k —n € N* et 65—" = 25=73F—n est un entier pair, ainsi que Pentier 6~ "e,,, donc cos(6*~"e,m) =1 et :

1
NN Rt G “Z( P = ==

k=n+1 T2
De méme Ry, (bn) = (%)" car pour tout entier k > n + 1, 65" (e, 4+ 1) = 2873k~ (¢,, 4 1) est un entier pair.

N

B. 2. b. Rappelons que pour tout § € R, cos(§ + 7) = — cos() et que pour tout p € Z, cos(pw) = (—1)P. Donc comme e, € Z :

_1\en+1
Un (bn) — un(an) = zin(COS(ﬂ'(@n + 1)) — cos(men)) = i(—2 cos(men)) = i(—2(—1)6") = oot

PAC 2n

2n_1 — (_1)677,71 27'n+1.

B. 2. c. Rappelons que pour tout (z,y) € R?, |cosz — cosy| < |z — y| (%).

Rappel : cette inégalité s’obtient classiquement en utilisant l’égalité ou l’inégalité des accroissements finis avec la fonction cos.

! cos(6%by,) — cos(6Fan)
Ona: Sn—1(bn) — Sn—1(an) = Z et par 'inégalité triangulaire puis () :

k
k=0 2
- -1
| cos(6%by,) — cos(6*an) % k. T %
‘Snfl(bn) — Sn— l(an ‘ < Z . ok = S }(: = 7 ng'
k=0 k=0 k=0
n—1
3" -1 3" T 3" g
Co e 3k:7<—,0 obtient 'inégalité : |Sp—1(bn) — —— = .
mmlgJ 5 <5 n ient I'inégali [Sn—1(bn) "l(a”)l—GnQ T

B. 2. d. Rappelons que pour tout (v,w) € R?, |v 4+ w| > |v| — |w| (%) (car |v| = |(v+ w) + (—w)| < |[v +w| + | — w| = |v + w| + |w|).
Remarquons tout d’abord que pour tous x € Ret n € N, on a: f(z) = Sn—1(x) + un(z) + Rn(x) ce qui conduit a :
Fba) = f(@n) = (Sn1(bn) +un(bn) + Ru(bn)) — (Sn—1(an) + un(an) + Rn(an))
(Un(bn) - un(an)) + (Snfl(bn) - Snfl(‘ln))
car Rn(an) = Rn(by) (cf. B. 2. a). puis en utilisant (x*) avec v = (un(bn) — un(an)) et w = (Sp—1(bn) — Sn—1(an)), on obtient :

[£(br) — flan)| 2 [tn(bn) — un(an)| = |Sn-1(bn) — Sn—1(an))| =
d’aprés B. 2. b et B. 2. c. et enfin comme b, — an = 6”7 :

|f(br) — f(an)] 1 ﬁ:ﬁ(g,i)
|bp, —an| T C2n—l 2ndll g T 27

1 ™
on—1 - on+1

B. 3. Supposons f dérivable en zg.
Rappel. Considérons la fonction e définie sur R par : e(x) = %ﬁro) — f'(m0) si ¢ # xo et e(xo) = 0.

Cette fonction est continue en zg car

lim  e(z) = lim (M

T—x0,TFTQ T—x0,T#TQ T — T

= f'(@0)) = f'(z0) — f'(x0) = 0 = e(x0)
(et plus précisement continue sur R car continue en tout x # z¢ d’aprés les propriétés générales sur la continuité).
On réécrit alors ce qui précéde de la fagon suivante :

vz €R, f(z) = f(z0) + f'(z0)(z — w0) + (z — wo)e(x) ( * )

avec lim e(x) = 0. L’égalité (* * x) est le développement limité a l'ordre 1 de f en xo.
T—x(

En utilisant I’égalité (x x *) avec an et by, on obtient aprés simplifications :

bn) — f(a bn —x To—a
f( n) f( n) :f,(CCO)-‘r n OE(bn)-‘r 0 na(an)'
bn—an bn_an bn_an
Comme lim b, = lim an =x0, lim &(bp)= lim e&(an) =0 car ¢ est continue en zg.
n—-+oo n——+oo n—+o00 n—+00
De plus s:%;”: €[0,1] et F2=2= € [0,1], donc :
b ) —
lim f(bn) — f(an) = f'(x0)
n—+oo bn — an
b ) —
et par conséquent, lim \M| = | (zo)| (% *x).
n—-+oo bn, — an
Reprenons maintenant la fonction f de notre probléme : d’aprés B. 2. d. on a :
b ) —
lim |f( n) f(an)‘:+oo
n—+oo bn —an
. 3" T e
car lim — (2 — =) = 400, en contradiction avec ( * *x).
n—+oo T 2

Ainsi f n’est pas dérivable en zg € R.



