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Exercice 1. Séries numériques.

En utilisant les propriétés de la fonction logarithme (logarithme d’un quotient, d’un produit, d’une puissance), on a :

un = ln(%) —In(vai + (-1)™) — In(va ¥ 1)
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On effectue alors un développement asymptotique de u, a l’ordre 1 en % . Comme In(1+z) =z — o + 0y (z?), on a:
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La série > an est une série alternée, convergente d’aprés le critére des séries alternées car (ﬁ) \\ 0- De plus, b, ~ —%, donc la série
n— o0

>~ by, diverge par la régle de ’équivalent de signe constant. Par conséquent, la série > up diverge comme somme d’une série convergente
et d’une série divergente.

Exercice 2. Suites de fonctions.

1. On distingue deux cas : z =0 et £ > 0. On a :

a) Pour tout n € N, f,,(0) =0. Donc lim f,(0)=0.
n—-+4oo

b) Soit > 0. Pour tout n € N*, lim fn(z) = lim
n—-+oo

Donc la suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur R* vers la fonction f définie sur RT par : f(0) =0 et f(z) =1 si z > 0.

2. Chaque fonction f, est continue en 0. Si la suite de fonctions (fn)nen convergeait uniformément vers f sur Rt, f serait alors, par
théoréme, continue en 0. Or f n’est pas continue en 0, donc la suite de fonctions (f5)necn ne converge pas uniformément sur R vers f.

3. Soit @ > 0. Pour tous n € N et & > a, fn(z) — f(z) = fa(z) — 1= 71+ﬁ‘ Donc fn — f est bornée sur [a, +oo[ avec :
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par décroissance de x — sur [a, +oo[. Or
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nllf-&r-loo ”fn - fHoo,[a7+00[ = nl{I-&r-loo 1+ na =0,

donc la suite de fonctions (fn)nen converge bien uniformément vers f sur [a, +ool.

Exercice 3. Suites de fonctions.
1. Soit z € [0, 1]. Démontrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P (z) : 0 < P, (z) < /T est vraie.
Initialisation. Po(z) est vraie car Po(z) =0et 0 <0 < /7!
Heérédité. Supposons que la propriété P, (x) soit vraie pour un certain entier n € N. Montrons P41 ().
Ona:0< Py(x)? <x dot Ppyi(z) > 0 comme somme des deux réels positifs Py (z) et %(x — P2(x)).
De plus :
1
VE = Popi(@) = (Ve = Pa(@)(1 = (V2 + Pa(2)) 2 0

car grace & Prn(z), /T — Pp(xz) >0 et %(\/E—&— P, (z)) < +/z < 1. Donc Ppyi1(x) est vraie.
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Par conséquent, la propriété P, (x) est vraie pour tout n € N(... et pour tout z € [0, 1]).

2. Fixons z € [0, 1]. Prouvons que liar_l P, (x) = /z. On constate que :
n— oo

1) La suite (Pn(x))nen est croissante d’aprés 1. car Vn € N, P41 (z) — Pp(x) = %(:c — P2(z)) e RT.
1) La suite (P (z))nen est majorée par y/z d’apres 1.

Donc la suite (P (z))nen converge vers un réel £(z) par le théoréme de la limite monotone.
Remargue. En faisant tendre n vers +oo dans : 0 < P, (z) < 4/z, on obtient déja : 0 < {(z) < v/z.

Enfin la valeur exacte de £(z) est obtenue en faisant tendre n vers +oo dans l'égalité : P,4+1(z) = Pn(z) + %(r — P2(z)) vérifiée par
hypothése pour tout n € N. Ce passage a la limite nous donne :

() = @) + 5 (@~ (2)%)

d’ott £(z)? = x et £(z) = /z car £(x) > 0.



3. Soit = € [0, 1]. Reprenons l'égalité v/z — Pni1(z) = (v — Pa(z))(1 — %(\/E—l- P (z)).
Comme P, (z) >0, on a /z + Pp(z) > /x et
L= S(VEt Pa@) S1- 5VE

et comme /Z — P,(z) € RT, on a donc :

D’ou en itérant n fois :

VE = Pa(e) € (1= SVD(WVE — Pat(2)) < (1= SV (VE — Paca(@)) < -+ < (1= 2V (VE - Pol).
——
=0

4. Soit n € N*. Posons : ¢ (t) = t(1 — %)", t € [0, 1]. L’étude du signe de ¢/, (¢) sur [0, 1] montre que la fonction (positive) ¢, est croissante
2 2 1
et décroissante sur [—2—, 1]. D’oul ma: t) = = 1— n.
(e Don max 6,0 = 6(-2) = 21— )

sur [0, T%H]
5. D’apreés ce qui précéde, on a donc :
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v N*, V 0,1 — P, = - P, < on < 1-— n< .
nEN', o € (0,1, |VE = Pa(@)] = v — Pa(e) < én(vE) < —(1- —2)" < —
1. 3. 4. D e——
<1

Soit € > 0. Choisissons N € N* tel que NL-H < g, c’est-a-dire tel que N > % — 1 (N ne dépend que de €). Alors :

2 2
Vn > N, Vz € [0, 1], \\/E—Pn(:v)|§n+1 SN—l—ng

On vient de prouver que la suite (P )nen converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction racine carrée.

Autre rédaction possible pour prouver la CVU de (Py) vers la fonction racine carrée sur [0, 1].
Pour tout n € N*, & +— /z — Py, (x) est bornée sur [0, 1] et par le théoréme des gendarmes :

lim sup |[vVz— Py(z)|=0
n—+00 5¢(0,1]

2
car 0 < sup |vz — Pu(x)| < .
z€[0,1] n+1
. . L . . 1 + sin(nz)
Exercice 4. [extrait CCINP-MP-2020] Séries de fonctions. Posons, pour tous n € N* et z € R, un(z) = T

0. Soit « € R. La série E un (z), & termes positifs, converge par comparaison car
n>1

1
V€N, un(2) <2+ (5)"

1
sachant que la série géométrique Z(f)" (de raison % € [0, 1[) converge.
n>1

Plus précisement, la série de fonctions E un converge normalement sur R car
n>1
1

s
Vn € N¥, |lun oo,k = sup |un(z)| = sup un(z) = |un(;-)| =2 ()"
z€R z€R 2n 3

et la série Z [|en |0,k (géométrique de raison %) converge.
n>1

1. On constate que :

n cos(nx
i) Chaque fonction uy, est de classe C! sur R : Vz € R, u/,(2) = %,
i) La série de fonctions Z un, converge simplement sur R d’aprés 0.

n>1

tit) La série de fonctions Z ul, CVN (donc CVU) sur R (a fortiori tout segment [a,b] C R) car u}, est bornée sur R avec :

n>1
’ / ’ n
lunlloo,r = Slélﬂgmn(xﬂ = lun ()] = oo
x
/
u R . 1 1 1
et la série E |l lloo, g converge par le critére de D’Alembert : Vn € N*, ||u/, o g > 0 et lim @ = lim - -2 1 1 < 1.
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n>1

Le théoréme de dérivation terme a terme de la somme d’une série de fonctions permet de conclure que f € C*(R,R) avec

“+oo +oo
Ve, @)= Y ) = 3 e,
n=1 n=1
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2. Rappel : Pour tout z € C tel que |z] < 1, 12 = Z 2™. Soit x € R. On a classiquement :
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3. Soit z € R. D’aprés 1. et 2., on a :
n cos(nx) d 1 sinx d sinz cosxz(10 — 6cosz) —sinz - (6sinx) 10cosx — 6
Z = @) = (5 +3 ) =3 = 2 = 2
— dr "2 10 — 6cosx dr "10 —6cosx (10 — 6 cosx) (10 — 6 cosx)

car cos2 x 4+ sin? x = 1.
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4. Cette série, a termes positifs, converge par comparaison car pour tout n € N*, 0 < ——— (1 + (-1)" by < = by, et la série
3n+1 n3n+1
b n 1 1
E b, converge par le critére de D’Alembert : b, > 0 et llm 24— Jim - =-€[0,1[.
n—+oo by n—+oo n + 1 3 3

n>1

De plus, la série de fonctions continues Z up converge normalement sur R (cf. 0.) donc converge uniformément sur [0, 7]. Donc par le
n>1
théoréme d’intégration terme a terme (CVU et intégration), on a :
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5. a. Soit N € N*. Considérons la somme Sy = Z EEPTTES e . Comme les termes d’indices pairs de Sy sont nuls, on a :
n
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+oo 1 +oo 1
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Et final t I = ~ =1 Sy == - p+l _ 2 2 3y — Z1n(2

nalemen 7; nantl N—I»I-I‘rloo 32 2p+1)(3) 33 n(l_%) n( )

I g2rt1 1 1+a

= In(

car pour tout a €] — 1, 1], =
= 2p+1 2 1—a

).
5. b. On obtient directement la valeur exacte de I en utilisant les propriétés de la fonction In :

! 1 n —In 1 n(4) = 1 n
= g[ln(10—6cosx)]0 = 6(1 (16) — In(4)) = 61 (4) 31 (2).

Exercice 5. Séries de fonctions.
I 2
ch(nz) ~ ent fe—nz’
Le domaine de définition Dy de la fonction f est 'ensemble des réels x tels que la série Z un () converge.
n>0

1. Posons pour tout z € R et tout n € N, up(x) =

Distinguons trois cas :
i) Cas x =0:Vn €N, un(0) = 1. La série 3 un(0) diverge grossiérement. Donc 0 ¢ Dy.
1i) Cas x > 0 : un(x) ~ 2e~ " = 2(e~*)™. Comme la série > (e~*)™ converge car géométrique de raison e~% €]0, 1[, la série Z Un ()
n— oo
n>0
converge par la régle de I’équivalent positif. Donc € Dy.
7it) Cas z < 0 : la série Y un () converge : ch étant paire, la série Y un(z) = > un(—z) converge d’apreés ii) car —x > 0.

Autre rédaction possible n'utilisant pas la parité de ch : un(x) ot 2e™* = 2(e*)™. Comme la série > (e*)™ converge car géométrique
n— o0
de raison e® €]0, 1], la série Z un(x) converge par la régle de I’équivalent positif. Donc « € Dy.
n>0



—+o0 —+oo
En conclusion, f est définie sur R* et f est paire sur R* car Va € R*, f(—x) = Z Up(—x) = Z un(z) = f(x).
n=0 n=0

2. i) Chaque fonction u, est continue sur |0, +0o[ car ch est continue sur R et ne s’annule pas.

1
i) La série de fonctions 3 u, converge normalement (donc uniformément) sur tout segment [a, b] inclus dans R** car, la fonction N étant
c

décroissante sur RT*, on a :
vn € N, Vz € [a,b], |un(z)| = un(z) < un(a) (indépendant de x)
et d’aprés 1. la série Y un(a) converge.

Variante de rédaction : ||un|loo,[a,p) = sup |un(z)| = m[axb] un(z) = un(a), donc d’aprés 1. la série 3 [[un||oo,[q,5] COnVerge.
z€la,b] z€la,

Par le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions continues, f est continue sur |0, +oco[ et, comme f est paire, f est aussi
continue sur | — 0o, 0.
1 1 1 1

< et entre (n — 1)z et na I'inégalité < .

3. a. Classique : intégrer par rapport a t entre nx et (n+ 1)z I'inégalité
4 sgrerp bp ( ) 8 ch(t) = ch(nx) ch(nz) ~ ch(t)

1
3. b. Déterminons par exemple I'unique primitive F' de — sur R s’annulant en 0.

Le changement de variable u = e! dans F(z) donne :

® 2 € 2 d € 2 @
Vz € R, F(z) = / —dt = / T e / —— du = [2arctan(u)]] = 2(arctan(e®) — E)
o et+et 1 uty u 1 l+u 4

1
Les primitives de o sur R sont donc les fonctions : z — 2arctan(e®) + C, avec C' € R.
c

4. Soit N € N*. En sommant tout d’abord la double inégalité obtenue en 3. a. de n =1 & n = N, on obtient :

(N+1)z N Nz
/ dt < Z T < / dt 7
» ch(t) = 4= ch(nz) o ch(?)
c’est-a-dire d’aprés 3. b. :
N
2(arctan(e<N+1)z) — arctan(ez)) < ,;1 ch(a;:c) < Q(arctan(eNz) - %)

Puis en faisant tendre N vers +o0o dans la double inégalité précédente, on obtient :

m — 2arctan(e”) < z(f(z) — 1) < g

Enfin, comme lim 7 — 2arctan(e”) =m —

T 7
— = —, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que :
z—0+ 2 2

iy
li —1)="_.
Jim z(f(2) —1) = 5
Dot lim zf(z) = ~. E lusion, f(z) il
ou m x ) = —. N conclusion, xT ~ —_—.
z—0+ 2 z—01 2x

Remarque. Cet équivalent implique que : hm+ f(z) = 4o0.
z—0



