Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. A rendre le 13. 11. 2024.

Devoir de mathématiques n° 4.

Exercice 1. Soit n € N. On considére I’équation différentielle (E,,), d’inconnue y € C*(R,R) :
(n+1)y" () — 2n+ 1)y (z) + ny(z) = 0.

1. Résoudre (E,) sur R. En déduire que l'unique solution y de (E,) telle que y(0) = 0 et 3'(0) = 1 est la fonction, notée
fn, définie par :
Vo € R, falz) = (n+ 1)e”(1 — e 75T),
2. Montrer que la suite de fonctions (fy)nen converge simplement sur R vers une fonction f que l'on précisera.
3. Montrer a 'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange que pour tout u < 0, [e* —1 — u| < %uz.
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4. Soit b > 0. Déduire de 3. que Vn € N, Vz € [0,b], |fu(z) — f(z)] < 3 be

————— et justifier que la suite de fonctions
(n+1) 4

(fn)nen converge uniformément vers f sur le segment [0, b].
5. La fonction f, — f est-elle bornée sur R ? La suite de fonctions (fn)nen converge-t-elle uniformément vers f sur R?

_1\n+1
Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence R et la somme pour z €] — R, R[ de la série entiére Z %x"
n — n

n>2
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1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Déterminer (a,b) € R? tel que Vn € N*
3. Calculer f(z) pour z €] —1,1].

Exercice 3. Soit f(z) = ,xeR.

4n + 1 _a n b
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Exercice4. 1. Préciser le domaine de définition de f : z +— 1 .
—x

2. Déterminer le DSE(0) de f sur | — 1, 1[. Indication : commencer par écrire f(x) = (14 z)g(x).
3. Soit n € N*. Déduire de 2. la valeur de f(™(0).

Exercice 5. Soit a > 0. Soit f € C*([0,a[,R) telle que ¥p € N, Vz € [0,a], £ (z) > 0.

. =~ fM0) &
Soient n € N et « € [0,a[. On pose : Sy(x) = Z " et Rp(z) = f(x) — Sn(x).

0. Exprimer R, (z) sous la forme d’une intégrale en utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale.

1. Soit z € [0, a[. Vérifier que la suite (S5 (z))nen est croissante et prouver qu’elle converge.
2. Soient n € N, z € [0,a] et y €]z, a]. Prouver que R, (z) < (E)nHRn(y).
Y

Indication : Commencer par effectuer un changement de variable dans l’intégrale R, (x).

3. Déduire de 2. que Vz € [0, a], li1;r_1 Sn(z) = f(x).

. " tan®™ (0
4. Application. Démontrer que pour tout z € [0, 5[, tan(z) = hrf anT()mk.
k=0 ’



Partie facultative.

Soit Y anz™ une série entiére de la variable réelle x, de rayon de convergence 1.
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On suppose que la série Y a, converge et on pose, pour tout z €] — 1,1], f(z) = Z anz”.
n=0

e Le cours sur les séries entieres affirme seulement que f est continue sur lintervalle ouvert | —1,1].
Le but de ce probléme est de prouver que f est aussi continue (4 gauche) en 1.

1. Un cas simple. Dans cette question, on suppose de plus que Vn € N, a,, € RT.
Démontrer en utilisant le théoréme de continuité du chapitre série de fonctions que f est continue sur [0,1] (et donc a
gauche en 1).

2. On revient au cas général. On pose pour tout n € N et tout z € [0, 1],

—+oo —+ o0
Tn = Z ap et Ry(z) = Z apa®.

p=n-+1 p=n+1

2. 1. Soit n € Net z € [0, 1].

2. 1. a. Justifier la convergence absolue de la série E rax.
n>0

2. 1. b. Montrer que Ry (z) = rpz™ ™ + (z — 1) Z rpa’.
p=n+1

2. 1. c. Soit € > 0. Justifier I'existence d’un entier N € N tel que Vn > N, |r,| < € et montrer que 'on a alors :
Vn > N, Yz € [0,1], |[Rn(z)| < 2e.
2. 2. Déduire de ce qui précéde que f est continue sur [0, 1].

2. 3. Application 1. [Une propriété sur le produit de deux séries]

Soient E an et E bn deux séries convergentes (mais pas a priori absolument convergentes).
n>0 n>0

n
Soit ¢, = Zakbn_k, n € N.

k=0
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Prouver que si la série Z cn, converge, alors Z Cn = Z Ay, - Z bn.
n>0 n=0 n=0 n=0
Indication : Utiliser les séries entieres Y, anx™, >, bnx™ et Y cpaz™.
too (1) 22t
2. 4. Application 2. Calculer . Indication : considérer la série entiére —1)" .
bp Z2n+1 > (1) 2n+1

n=0 n>0



