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Exercice 1.

1. a. et 1. b. (E,) est une équation différentielle du second ordre homogéne & coefficients constants. On vérifie que son équation
caractéristique admet deux racines réelles distinctes : 1 et 7. Donc y € C?(R,R) est solution de (E,) sur R ssi il existe (a,b) € R? tel
que :

Vz € R, y(x) = ae” + ben+1”

Ona:y(0)=0ety (0)=1ssia+b=0eta+ =1, cest-a~diressia=n+1let b=—(n+1).

n+1
Donc 'unique solution y de (Ey) telle que y(0) = 0 et y’(0) = 1 est bien la fonction f,, définie par :

Vz €R, fo(z) = (n+1)e® — (n+ 1)ent1® = (n+ 1)e®(1 — e 7i1).

2. Rappelons que e! = 1+t + te(t) avec tlir% e(t) = 0. On a donc :

fa(@) = (n+ D (= + —Loe(—10)) = (@ + as(— )

d’o lim fp(z) =xe® car lim &
n—-+oo

it n 1) = 0. En d’autres termes (fn)nen converge simplement sur R vers f : R — R, x — xe®.
n—+oo N

3. Soit f € C%(R,R). Soit u < 0 et M un majorant de |f”’| sur [u,0]. L’inégalité de Taylor-Lagrange affirme que :
/ u?
[Fw) ~ £(0) ~uf' ) < ML

2
En particulier, pour f = exp, [e* — 1 —u| < %- car exp(0) = 1, exp’(0) = 1 et on peut choisir M =1 car V¢ € [u, 0], |exp” (t)| = ¢! < 1.

4. Remarque : |fn — f| étant continue sur le segment [0,0], un theoreme du cours assure que |fn — f| est majorée sur [0,].

Ona |fn(z) — f(z)|=|(n+1)e* (1 —e T ) —ze®| = (n+ 1)e®|e AT — 14 747 |- Considérons maintenant x € [0,b].
En utilisant I'inégalité de la question 3. avec u = — +1 < 0, on obtient bien que :
1, = 5 z2e® b2eb
T) — <(n+1)e*= = < .
(o) = @] < (o Vet 3 (20)P(= 55 < S

Notons s, = sup |fn(z) — f(z)| = m[ax] |fn(z) — f(x)| (toute fonction continue sur un segment atteint sa borne supérieure).

z€[0,b] z€[0,b

b b
Comme % est un majorant de la fonction |fn — f| sur [0,b], ona 0 < s, < 2527% car sy, est, par définition, le plus petit des majorants
de la fonction |f, — f| sur [0,b]. Et comme lim s, = 0 par le théoréme des gendarmes, la suite de fonctions (fn)nen converge bien

n—+oo
uniformément vers f sur le segment [0, b].

5. La fonction fp, — f n’est pas bornée sur R: lim (fn(z) — f(z)) = lim (n+1)e®(1— e AT — ) =—ococar lim e* =4ooet
r— 400 T— 400 n+1 T—+o00
lim (1—e n+t ) = —oo. Donc la suite de fonctions (fr)nen ne converge pas uniformément vers f sur R car si tel était le cas,

T—~+00 n+1
fn — f serait nécessairement bornée sur R (au moins pour n assez grand).

Exercice 2. 1. Calcul du rayon de convergence R.

Rappel. Une suite réelle (z,,) est majorée si et seulement si les deux suites (extraites) (z25) et (x2n41) sont majorées.
n+ (_1)n+1
n+ (=1’

Posons a, = n > 2. Pour tout n > 2, ay, > 0, et R est, par définition, la borne supérieure de l'intervalle

I, = {r € R"/la suite (Jan|r"),>2 est majorée} = {r € R"/la suite (anr™),>2 est majorée}.

2n 2n+1)

Déterminons I(a) : Soit 7 € RT. D’aprés le rappel, » € I(a) si et seulement si les deux suites (azn7 Jn>1 et (aany17 n>1 sont

2n — 1 2n+ 2 1
majorées, donc ssi les suites r2n et (——=p2ntl = (1+ =)r2ntt sont majorées. Donc I(a) = [0,1] et | R =1 |car
jorées, (G nz et (75 Jnz1 = (L4 ) s, j (a) = [0,1]
si 7 > 1, ces deux suites tendent vers 400 et si 7 € [0,1], (anT™),>2 est majorée par 2 car la suite (agnr2")n21 est majorée par 1 et la
suite (a2n+17°""1),,>1 est majorée par 2.

—+oo

2. Calcul de la somme f(z)= Z anz™ pour z €] — 1,1[. Tout d’abord | f(0) = 0| car Vn > 2, 0™ = 0.
n=2
2N 41 N N
Soit z €] — 1,1[\{0}. Pour tout N € N*, Z anz™ = Z agnx®™ + Z aznt122" ! dou
n=2 n=1 n=1
2N+1 +oo +oo
f(z) th Z anx" Z aonT2" + Z a2n+1x2"+1 .
I n=1 n=1
=g(z) =h(z)

Les deux sommes précédentes g(z) et h(x) sont des sommes de séries convergentes que nous allons maintenant calculer :

to© to© +Too  2n41 2 2
2 2 9 2 x T 2.1 1+ x 1 1+
Dg(m):Z(l—2n+1)x":Z(a: )n_722n+1 e L) T s ) 2
n=1 n 1
+oo 3

—zln(1 — 2?).

h(z) = Z(H 2l —zz

n=1 n=1

11 248 In(1 In(1—
Finalement7:g(5p)+h(m): CL‘ +.’17 ——]n( +z)—x]n(1—x2)+2:u7(l+ 2)M+(171.2)u+2
1— 22 R 1— 22 x x

T 1_a2




Remarque : La derniére égalité permet de retrouver que f est continue en 0 car lirrb flxy=0—-1—-14+2=0= f(0).
T

Exercice 3.
. * _ _4n41 _ n . ~ 2 ~ 2 ~ 2
1. et 2. Soient n € N* et z € R. Posons a,, = T2 m—1 et up(z) =apz™. Ona:ap >0, an e T An+1 e T e W

On en déduit que pour tout € R*, uyn(z) # 0 et
[uni1(z)| . Gngl

= lim = |xz|.
n—-4oo |un(x)| n—+oo  an ‘ | | I

Donc d’aprés la régle de D’Alembert, si |z| < 1, la série > anz™ converge absolument et si |z| > 1, la série > anz™ diverge grossiérement
car lim |apa™|= +oo ce qui implique que up(x) /A 0.

n—-—+oo
Notons Dy le domaine de définition de f. A ce stade du raisonnement, on a donc : | — 1,1[{C Dy C [-1,1].
Il reste a examiner si f est définie en 1 et/ou —1 :

e 1 & Dy car la série ) anl™ =) an diverge par la régle de ’équivalent positif puisque an n_:;_oo % et la série de Riemann ) % diverge.

e —1 € Dy car la série ) (—1)"an est une série alternée convergente par le critére des séries alternées.

En effet, la suite (an)nen+ est décroissante en tant que somme de deux suites clairement décroissantes car

1 2

Vn € N*, an, =
g
(réponse a la question 2), et lim ay, =0.
n—-+oo
En conclusion, Dy = [—1,1].
+oo o
3. Soit €] —1,1[. On a donc : f(z) = Z 1 (les deux sommes existent par D’Alembert).
+oo s
Posons g(z) = .Siz#0,ona:
9(x) 7; - Sie#
+oo —+oo +oo
1 gt g " 1 z" 1
=- =Y T ST ) =—(-m(l-2)—2).
RS MR S SR R PR

= z™ = P+l = xP = "
Posons h(z) = — = ==z = =z =
;2n—1[p:n—1]§2p+1 pg%?p—i—l[p:n] nZ::OQn—i—l

e Siz €]0,1], z = (Vx)?2, 2" = (v/x)?" et :

‘io " 1 +Oo\/§2n+1 1 1(1+\/£
= — ——F = ——1In
2n+1  Valimg 2n+1 2y l—y/z

1, 14t I et

gln( )ZZ

1-t' “~ o+l

S(z) = )

n=0

en utilisant le DSE(0) suivant démontré en exercice : Vt €] — 1,1,
eSiz€]—1,0,z=—(—x) = —(vV=2)2, 2" = (=1)"(v—2)?" et :

“+oo n \/—Qn-‘—l
x —x 1
— B arctan(v —x).
nz::o 2n Z 2n+1 V- ( )

En conclusion :

In(1 —
Vo €0.11,£(2) = 9(e) + 24(a) = 9(e) + 205() =~ = — 1+ VEW(ED)
In(1
vz €] — 1,0[, f(z) = g(z) + 2h(z) = g(z) + 22S(z) = — n( 1 — 2y/—z arctan(v/—z),
+oo
et £(0) = ZanO"— > o=o.
n=1
Exercice 4.
1
1. Soit x € R. x € Dy ssiz # 1 et li >0, c’est-a-dire ssi (i) : 1+2>0et1—2>00u (i4) : 1+ 2 <0et 1 -z <0. Mais comme le
systéme d’inéquations (7i) n’a pas de solution, on a donc : Dy = [—1,1[.

2. Soit « €] — 1,1[. En utilisant le DSE(0) de (1 + t)_% avec t = —z2 €] — 1,0], on obtient :

x = Hiwz T —IQ_E
/(@) = RUERIEE

Xl (=i -

= Q+2)1+Y.

p=1 p!
—+o00
_ 1-3...(2p—1) ,,
= (1+x)(1+ZTm )
p=1
B 1-3...(2p 2 1-3 P—1) opi1
= 1+1‘+272pp' +272pp' x

p=1



= 1-3...(2p—1) (2p)!

Donc f(z) = Z anz™ avec : ag = 1, a1 = 1 et pour tout p € N*, agp, = agpt1 = = ou encore avec pour tout
= 2rp! 22p (pl)?
_ _ (2p)! . | _ 4 _3
pEN, azp =aopt1 = (car par convention 0! = 1). Par exemple, aq = 5T = §-

2% (p!)?
3. Soit n € N*. D’aprés le cours sur les séries entiéres, le DSE(0) de f sur | — 1, 1] est la série de Taylor de f en 0, c’est-a-dire que Vn € N,

(n)
an = fT!(O) ou encore que f(")(O) = nlay. Donc d’aprés 2. si n est pair, en posant n = 2p, p € N,

(2p)? _  (n)?

£ (0) = £ (0) = (2p)lagp = 2(pl? 27 ((2)1)?

et sin est impair, en posant n =2p+1,p €N,
@r+1)((2p)H? _ n((n—1?
2 ()

F(0) = FEPTY(0) = (2p + 1)lazp 41 =

Exercice 5.

0. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral & l’ordre n entre 0 et z, on a, pour tout n € N et pour tout z € [0,a] :

CCk T (p_ )"
Rula) = f2) = 3 5500 = [T EZD s ar O

!
k=0 n:

=Sn(x)
1. Fixons « € [0, a[. La suite (Sn(z))nen est croissante car, par hypothése, Vp € N, f(P)(0) > 0 et donc :
_ f(n+1)(0) In+1

_ +
Vn €N, Spt1(z) — Sn(z) = CE eR™.
x ——
De plus Ry (z) = / u FPID (@) dt € RY car Ry (z) est intégrale d’une fonction continue positive sur [0, z].
0 n. N——_——
N—— >0

>0 -
Donc d’aprés (1), on a, pour tout n € N, S, (z) < f(x). Autrement dit, la suite (Sn(x))nen est majorée par f(z).

La suite (Sn(z))nen, croissante et majorée, converge donc vers un réel £(z) < f(z) par le théoréme de la limite monotone.

2. Effectuons le changement de variable : v = Y4 dans Pintégrale Ry, (z). On obtient :
x
Rn(z) _ E /y (l’(y — u))n f(n-&-l)(fu) du = (E)n-’—l /y (y — u)n f(""'l)(fu) du.
¥ Jo y"nl Yy y 0 n! y
La fonction f("+1) est croissante sur [0, a[ car sa dérivée, la fonction F+2) et positive sur [0,al.
Comme 0 < Tu < u < a, on a en particulier f("+1)(£u) < f<"+1)(u) ce qui implique par croissance de l'intégrale que :
/-y (y —u)™ f(n_g.l)(fu) du < /y (y —uw)” f(nJ,-l)(u) du
0 n! y 0 n!

et donc finalement que : Ry (z) < (E)"Jran(y).
Yy

3. Soit « € [0, a[. Fixons un réel y €]z, al. D’aprés la question précédente, pour tout n € N :

z
0 < Rn(z) < (;)"“f(y)
car Rn(y) < f(y) par (1). Comme z €]0, 1], lir_~r_1 (E)717L1 = 0 et par le théoréme des gendarmes :
Yy noTeo Yy

lim Rp(xz) =0, c’est-a-dire lim Sy(z) = f(x) par (1).
[o'e] n—-+4oo

n—+
4. La fonction tangente est de classe C*> sur I = [0, g[ On constate que, pour tout = € I,
tan’(z) = 1+ tan?(z) > 0, tan” (z) = (tan?)’(z) = 2tan(z) - (1 + tan?(z)) > 0.
Soit n € N. Notons Py, la propriété : « Vo € I, Vk € {0,--- ,n}, tan(k)(az) > 0».
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P, est vraie.
Initialisation. D’aprés ce qui précéde, les propriétés Po, P1 et Pa sont vraies.

Hérédité. Supposons que la propriété P, soit vraie pour un certain entier n € N*. Montrons que la propriété P, 41 est vraie, c’est-a-dire
que Vz € I, tan(™ 1) (z) > 0.

Et c’est bien le cas d’aprés la formule de Leibniz, car pour tout € I on a, grace & Py, :

an™ 1 (2) = (tan’) ™ (z) = an?®)(™) () = (tan?)(" (z) = (tan-tan)™ (z) = (" an®) (z) tan("~F) (z) .
¢ (z) = (tan')™ (2) = (1 + tan?)™ (2) = (tan®)(") () = (¢ ””;O(k)t ()¢ (2)

>0 >0
Par conséquent, P, est vraie pour tout n € N.
Les hypothéses de cet exercice sont donc vérifiées pour f = tan et a = %
n —+o0
tan(®) (0 tan(®) (0
Par conséquent, d’aprés 3., on a pour tout = € [0, 5[, tan(z) = lim 7()xk = E 7()$k
k=0 k=0
Remarques.
a) Si k est un entier naturel pair, tan® est impaire et donc tan®(0) = 0. D’ou :
I (2p+1)
w tanZPTH(0) o
Vz € [0, —[, tan(z) = T g?rtl 2
0,50 tan(@) = 3 Fs @

p=0

b) L’égalité (2) est également vraie pour x €] — 7, 0] par imparité de la fonction tan.

En d’autres termes, tan est développable en série entiére en 0 sur | — 3, 5.



