Spé PC. Préparation de ’interrogation de mathématiques n°® 4 (14. 11. 2024)

Exercices a étudier [Voir la feuille d’exercices corrigés-équations différentielles]

Exercice 1. Soit (E) : zy'(z) + y(z) =

1—22
1. Soit F' I'unique primitive sur ] — 1, 1[ de la fonction f: z — T2 telle que F(0) = 0.
1. a. Déterminer (a,b) € R? tel que Vo € R\ {-1,1}, LI + b .
1— 22 l—z 14+=x
1. b. Calculer F(z) pour tout z €] — 1, 1[. Déterminer i% Fim) et ili% %
2. Résoudre (F) sur ]0,1] et sur | — 1,0][.
3. Prouver que (F) admet une unique solution sur | — 1, 1[ que 'on exprimera a l’aide de F.

Exercice 2. Soit la suite réelle (an)nen définie par : ap = a1 =1 et Vn > 1, any1 = an + Ap—1.

n+1
1. Prouver que ¥Yn € N*, 1 < a,, < n?.

2. Etudier la convergence de la suite (an)nen.

3. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére E anx”.
n>0

“+oo
4. On pose pour tout = €] — R, R[, f(z) = Z anz"”.
n=0

4. a. Veérifier que pour tout = €] — R, R[, (1 — z)f'(z) = 2z + 1) f(z).
4. b. En déduire f(x).

5. En déduire une expression de a, en fonction de n (sous la forme d’une somme).

Exercice 3. 1. Résoudre sur R I’équation différentielle (E) : ¢y + 3y’ +y = e*.

too 3n
2. On pose : f(z) = Z%, z € R.

n=0
Justifier que f est de classe C* sur R. Vérifier que f est une solution de (E) sur R.
En déduire f(z).
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Exercice 4. Résoudre sur R I'équation différentielle d’inconnue y € C*(R,R) : (E) : y"(z) + 6y'(z) + y(z) = — 1
x
en posant : y(x) = e >"z(x) ( méthode de Lagrange).
Exercice 5. [Solutions DSE(0) d’une équation différentielle]

Soit (E) I’équation différentielle, d’inconnue y : z2y” + 4z’ + 2y = In(1 + z).

Montrer que (E) admet une seule solution DSE(0) sur | — 1, 1] et I'exprimer a l’aide des fonctions usuelles.




