Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Equations différentielles
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Exercice 1. Soit (E) : zy/(z) + y(z) = T
-z
1
1. Soit F' 'unique primitive sur | — 1, 1[ de la fonction f : z — il 5 telle que F'(0) = 0.
1. a. Déterminer (a,b) € R? tel que Vz € R\ {-1,1} LI b
s ’ d P 122 1—2  1+z
F F(x) —
1. b. Calculer F(x) pour tout « €] — 1, 1[. Déterminer lim Fz) et lim M
z—0 x z—0 2
2. Résoudre (E) sur |0, 1] et sur | — 1,0][.
3. Prouver que (E) admet une unique solution sur | — 1, 1] que 'on exprimera a laide de F'.
1 142
Solution. 1. a. et 1. b. OnobtlentafbffetVa:E}—ll (1 J 1+t)dt 2( ln(l—a:)—i—ln(l—&—z))ffl( )
Ona:F(z)=xz+ % + 0, (z3) (directement & partir du DSE(0) de F(z) ou en utilisant le DL3(0) de In(1 + z) et le DL3(0) de In(1 — x))
F F — F —
d’ou lim Fa) =1(= F'(0) = f(0)) et lim (@) -2 =0 car (@) -2 ~Z
z—0 z—0 2 2 xz—0 3

2. Soit I =]0, 1[. Comme In est une primitive de z — % sur I, y est solution de I’équation homogéne (H) ssi il existe k € R tel que

k
Vo eI, y(z) = ke” =) = 2
x
. 0 ] - s k()
On recherche les solutions de (E) sur I en utilisant la méthode de la variation de la constante, c’est-a-dire en posant : y(z) = —=, z € I.
x
La fonction k est de classe C! sur I (car k(x) = xy(z)) et on vérifie que y est solution de (E) sur I ssi Vz € I, k'(z) = I 5 - Donc y est
—z
F k F k
solution de (E) sur I ssi il existe k € R tel que Vz € I, y(z) = ﬁ Fz) + -
x x x
Les solutions sur | — 1, 0] de I’équation homogéne ont la méme forme que les solutions de I’équation homogeéne sur ]0,1[ : z — In(—x) étant
une primitive de x — i sur | — 1,0[, y est solution de I’équation homogéne (H) sur | — 1, 0] ssi il existe ¢ € R tel que
Vz €1, y(z) = ce~n(-2) = & - ~€
—z x
i.e. ssi il existe une constante k € R telle que Yz € I, y(x) = % (en posant k = —c). Et la méthode de la variation de la constante montre
que les solutions de (E) sur | — 1,0[ ont la méme forme que les solutions de (E) sur |0, 1.

3. Soit u une solution de (E) sur |—1, 1], i.e. une fonction dérivable sur |—1, 1] telle que Vx €]—1, 1], zu/ (z)+u(z) =

F F d

solution de (E) sur | —1,0[ et sur |0, 1[, d’aprés 2. il existe (c,d) € R? tel que Vx €] —1,0[, u(z) = Fz) + S et va €10, 1[, u(z) = =) +—.

z x x z

Comme u est dérivable en 0, u est continue en 0 i.e. u(0) = lim0 u(z) € R d’ott ¢ = d = 0 (Par exemple si d > 0, limJr u(z) = +oo

z— xz—0
F d F
car lim F=z) =1 d’aprés 1. et lim — = +o00). Donc si u est solution de (E) sur | — 1,1[, alors Va €] — 1,1[\{0}, u(z) = F=) et
z—0t X z—0t z
F —u(0 F(x) —
u(0) = lirn0 (2) = 1. De plus cette fonction u est dérivable en 0 avec v/(0) = 0 d’aprés 1. car hrr}) u(@) = u(0) = lirrb (m)z L. 0, et
T— xT r— x r— x

enfin u vérifie (x) pour z = 0 car 0-u/(0) + »(0) = 1. En conclusion, cette fonction u, dérivable sur | — 1, 1[, solution de (E) sur | — 1,0],

sur ]0,1[ et en z = 0, est bien 'unique solution recherchée de (E) sur | — 1,1[.

Exercice 2. [TD7-A.6] Soit la suite réelle (an)nen définie par : ap = a1 =1et Vn > 1, ant1 = an +

1. Prouver que Vn € N*, 1 < a,, < n?.
2. Etudier la convergence de la suite (an)nen-

3. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Y anz™.
4. On pose pour tout z €] — R, R, f(z) = Z anz™.

4. a. Vérifier que pour tout z €] — R, R[, (1 — 2)f'(z) = 2z + 1) f(z).
4. b. En déduire f(z).

5. En déduire une expression de an en fonction de n (sous la forme d’une somme).

Indications et/ou solutions. 1. La suite (an)nen est une suite de réels (strictement) positifs (récurrence). On en déduit qu’elle est croissante
car ap = a1 et pour tout n € N*, ap41 —an = T On—1 > 0. En particulier pour tout n € N*| a,, > a1 = 1. Puis on vérifie par récurrence
(forte) que Vn € N*, a,, < n? en montrant par récurrence sur n que pour tout n € N* la propriété Py, : « Vk € [1,n], ar < k2 » est vraie.
2. La suite croissante (an)nen diverge vers +oo : pour tout n € N*, ant1 — an > 35. En déduire que la série S (an+1 — an) diverge et
conclure en utilisant le lien suite-série.

3. Posons pour tout n € N, by, = 1 et ¢, = n?. Le rayon Rj de la série entiére (géométrique) > ™ est clairement égal & 1 et on vérifie

classiquement en utilisant le critére de D’Alembert que le rayon de convergence R. de la série entiére Z n?z™ est égal 1. Et, par une
n>0
propriété du cours sur le rayon de convergence, on a : R < Ry et R < R. D’ou R =1.
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4. a. Par théoréme, f est dérivable terme a terme sur I =] — R, R[=] — 1,1[. Soit = €] — 1,1[. On a donc :

—+o0 —+o0
fl(z) = Z nanz" "t = Z(n + Dap412™.
n=1 n=0
Par hypothése, pour tout n € N*, (n + 1)ap+1 = (n + 1)an + 2ap—1 d’oit :
+o0 +oo +o0o +oo +oo
fl(z) =a1 + Z(n +1Dapt12" =1+ Z [(n+Dan +2an—1]z" =1+ Z nanz™ + Z anz™ 42 Z anz"tt
n=1 n=1 n=1 n=1 n=0

ou encore f/(z) =1+ xf'(z) + f(z) — 1 + 2z f(x), c'est-a-dire (1 — z)f'(z) = (2z + 1) f(x).

4. b. y est solution de ’équation différentielle (homogeéne) : (1 —z)y'(z) — (2z+ 1)y(z) = 0 sur I =] — 1, 1] ssi il existe ¢ € R tel que Vz € I,
—2z —2z
_ e 2041 _ 20—243 _ 3 _ __°¢
y(z) = 07(1 —2)p (remarquer que F7= = SE—=1=2 = 24 o2-). Or f(0) = ap = 1 donc Vz € I, f(z) = TESER
+oo (71)11271
5. Pour tout = € R, e™2% = Z 7'2” et, en dérivant deux fois terme a terme le DSE(0) de ﬁ, on vérifie que si |z| <1 :
n!
n=0
1 1 &2 12
_ n—2 _ n
W—EZn(n—l)x —EZ(n+2)(n+1)m .
n=2 n=0

Soit = €] — 1, 1[. Le développement en série entiére de f est le produit de Cauchy de ces deux séries (absolument convergentes). D’ou

1 <~ (—1)k2k
an=5§0T-(nfk+2)(nfk+1).

Exercice 3. 1.[TD7-B.9] Résoudre sur R : (E) y" + vy — 2y = e~ 2%,
x

2. Résoudre sur | — 3, Z[ : (E) y' =2y +y=

cos?x

Indications. 1. La solution générale de (EH) est : x — ae™2% 4 be®, (a,b) € R2. On pose : y(x) = z(z)e~ 2% : z est de classe C? sur R et y

est solution de (E) sur R ssi z est solution sur R de (£) : 2’ (z) — 32’(xz) = . On cherche une fonction affine solution de : v’ — 3u = z. On
2

trouve z — f%x - % Finalement, y est solution de (E) sur R ssi 3(a,b) € R? tel que Vz € R, y(z) = (f% - g)e_Zz +ae” % 4 be®.
2. Soit I =] — 5, 5[. On pose : y(z) = z(x)e”, € I, et on constate que y est solution de (E) sur I ssi z est solution sur I de (€) :
1
2(x) = 5 (= tan’(x)).
cos? x

Finalement, y est solution de (E) sur I ssi 3(a,b) € R? tel que Vx € I, y(x) = —€” In(cos z) + (ax + b)e”.
Exercice4. [TD6-28] 1. Résoudre sur R ’équation différentielle (E) : y”/ +y' +y = e®.

1o 3n
2. On pose : f(z) = Z %, z € R. Justifier que f est de classe C°° sur R. Vérifier que f est une solution de (E) sur R. En déduire f(z).

n)!
n=0

Solution. 1. i) Les deux racines complexes conjuguées de ’équation caractéristique de 1’équation homogéne (H) associée a (E) sont

3

j= —% + 173 et j. Donc les solutions sur R de (H) (a valeurs réelles) sont les fonctions :

3 (a,cos(?x) + bsin(?a:))7

z 3 @ 3
T —ae” 2 cos(%x) +be 2 sin(%z) =e

avec (a,b) € R2.
1) On remarque que = — %ew est une solution évidente de (E).

i1) Finalement, en utilisant le principe de superposition, y est solution de (E) sur R ssi

1 T
J(a,b) € R? tel que Va € R, y(z) = gem +e 2(a cos(?w) + bsin(?w)).

3n
T
2. i) On vérifie que le rayon de convergence R de la série entiére E m est égal & +oo en utilisant le critére de D’Alembert et on en
n)!
n>0

déduit que f est indéfiniment dérivable terme & terme sur | — R, R[= R.



i) Pour tout = € R,

N , i@ 23n—2 Jrzo:o 23n—1 +zo:o 23"
fl@) + fi@) + f(=) = +
— Bn=2)1 = Bn—-1)! ‘= (3n)!
B i@ 23p+1 . T 3p+2 . io 23P
= Bp+1)! =0 B3p+2)! o (3p)!
- Jvf( 23P N 23p+1 N 23p+2 )
=0 Bp)!  Bp+1)  Bp+2)!
23p+1 3p+2
= + )
Nﬁ+oo = Bp+1)!  (Bp+2)!
0 Ll g2 I S B 23N Z3N+1 Z3N+2

) x
= N T ) TG ) T

3N+2 " +oo  n

€T

SIS (3N+2)!)

iii) D’aprés 1. il existe (a,b) € R? tel que Vz € R, f(z) = 7e + e %(acos(gm) + bsin(?m)).
Comme f(0)=1,1= % +adoua= % De plus f/(0) =

—3x
Exercice 5. Résoudre sur R ’équation différentielle d’inconnue y € C2(R,R) : (E) : y”(z) + 6y (z) + 9y(z) = 62 1 en utilisant la
x

méthode de Lagrange.

Indications. On remarque que yg : & — e 5% est une solution de I’équation homogéne associée qui ne s’annule pas sur R. On pose alors
(méthode de Lagrange) y(z) = yo(x)2z(x), x € R. La fonction z est de classe C? sur R car z est le produit des deux fonctions de classe C? :
1
yo et z +— €3, On vérifie que y est solution de (E) sur R ssi Vx € R, 2" (z) = 1o
z

En « primitivant par parties », on obtient qu’une primitive de « — arctanz = 1.arctanz sur R est la fonction

1
x +— rarctanz — 5111(1 + z2).

1
Finalement, y est solution de (E) sur R ssi 3(a,b) € R? tel que Vz € R, y(z) = (zarctanx — 3 In(1+ 22))e™3® + (az 4 b)e 3"

Exercice 6. Soit (E) I’équation différentielle : x2y” (x) — 22y’ (z) + 2y(z) =z + 1
Soit I =]0, 4+oo[. On associe a chaque application y € C?(I,R) I’application z définie sur R par : V¢ € R, z(t) = y(et).
1. Prouver que y est solution de (E) sur I si et seulement si z est solution sur R de (€) : 2”(t) — 32'(¢) + 22(t) = e + 1.

2. Résoudre (€) sur R puis déterminer les solutions sur I de (E).

Solution.

1. La fonction z est de classe C? sur R comme composée des deux fonctions de classe C2 sur R : y et exp. Et on a, pour tout ¢t € R :
2 () = ety () et () = ety (e!) + (e}) %y ().
Soit y € C2(]0, +-o0[, R). La fonction y est solution de (E) sur ]0, 4+oof si et seulement si :
Va > 0, 2%y (z) — 22y (z) + 2y(x) = = + 1,
ou, comme t — e’ est une bijection de R sur ]0, +o0], ssi :
vt € R, (eh)2y”(e!) —2ely/(ef) +2y(e!) = et + 1.
—_——— —— =~
—2(t)—2' (£) —2/(t) —=(t)
Ainisi y est solution de (E) sur ]0,4o00[ si et seulement si z est solution sur R de
&) : 2(t) — 32/ () + 22(t) = et + 1.

2. L’équation caractéristique de 1’équation homogéne () associée a (£) est : 72 —3r +2 =0, i.e. (r—1)(r —2) = 0.
Les deux racines réelles de cette équation caractéristique sont 1 et 2. D’aprés le cours, z € CQ(R, R) est solution de (H) ssi

J(a,b) € R? tel que Vt € R, z(t) = ae®® + bet.

Une solution particuliére de (£) s’obtient en faisant la somme d’une solution particuliére 21 de (£1) : 2 (t) — 32/(t) + 22(t) = €* et d'une
solution particuliere zo de (€2) : 2" (t) — 32/(t) 4+ 22(t) = 1.
Recherche de z1. Posons : Vt € R, z1(t) = u(t) e'. Comme u(t) = e~*z1(t), u est de classe C2 sur R. Et on a :

2(t) = (u' (1) +u(t) ', 2/ (1) = (u”(8) + 20/ (t) +u(t)) €".
3



Donc z; est solution de (£1) sur R ssi V¢t € R, v/ (¢t) — v/ (t) = 1. Or une solution évidente de cette derniére équation est la fonction t — —t,
donc 2 : t +— —tet est une solution particuliére de (€1) sur R.

Recherche de z2. On constate que z2 : ¢ +— % est une solution (évidente) de (£2).
En conclusion, z € C2(R, R) est solution de (€) ssi 3(a,b) € R? tel que Vt € R, 2(t) = 21(t) + 22(t) + ae® + bet = —tet + % + ae?t 4 bet
et enfin y est solution de (E) sur |0, +oo si et seulement si 3(a,b) € R? tel que YV > 0, y(z) = z(Inz) = —zIn(z) + % + ax? + be.

Exercice 7. [Solutions DSE(0) d’une équation différentielle] Soit (E) 1’équation différentielle, d’inconnue y : 2y + 4zy’ + 2y = In(1 + ).

Montrer que (E) admet une seule solution DSE(0) sur | — 1, 1[ et ’exprimer a ’aide des fonctions usuelles.
+oo
Solution. 1) Soit f une solution DSE(0) sur | — 1,1[. Posons : Va €] — 1,1[, f(z) = Z anz™. On sait d’aprés le cours sur les séries entiéres
n=0
que f est indéfiniment dérivable terme & terme sur | — 1,1[. On a donc en particulier :
+oo too
vz €] - 1,1, f'(z) = Z nanz" "1, f(x) = Z n(n — 1)anz™ 2
n=1 n=2
+o0 e
Rappelons que Vz €] — 1,1[, In(1 +z) = Z(—l)"‘l—. Donc f est solution de (E) sur | — 1,1 ssi :
n
n=1
+oo 400 —+o0o —+o0 o
Vo €] —1,1], Z n(n — 1apz™ +4 Z nanz™ + 2 Z anz" = Z(fl)"fl—.
n=2 n=1 n=0 n=1 n
ou encore ssi :
—+o0 —+o0 e
vz €] —1,1], Z [n(n—1) +4n + 2l anz™ + 2a0 = Z(—l)"il—.
n=1 v n=1 "
=(n+1)(n+2)
d’ou, par unicité du DSE(0) de In(1 + z), ssi :
—1 n—1
ao:0etVnEN*,an:¥.
n(n+1)(n+2)
(71)1’171

On vérifie avec la régle de D’Alembert que la série entiére Z 2™ a bien pour rayon de convergence 1 et d’aprés ce qui

n(n+1)(n+2)

n>1
précéde, sa somme [ est (I'unique) solution de (E) sur | — 1, 1].
1 1 1 1 1
2) Ezpression de f(x) si x €] — 1,1[. On vérifie tout d’abord que Vn € N*, —M — = —. — — 4.
nn+1)(n+2) 2 n n+l 2 n+4+2
On en déduit que si z €] — 1, 1[\{0} :
B 1 +oco (—l)n_l . “+oo (—1)"_1 N 1 +oo (_1)n—1 .
fl@) = 5 — T — a1 © +2272
n=1 n n=1 n+ n=1 n+
+oo +oo -1
1 (-1) 1 (=)™
= ZIn(1 N n+1 n+2
n(l+z) Z‘Z: n+1 222 4~ n 42
n=1 n=
too -1 too n—1
L &0 1 (=1
= —In(l - ng - n
AP PP
n=2 3
1 1 1 z?
= —-In(l4+z)+ -(n(l+2z)—z2)+ —In(1+2z) — (z — —=))
2 z 22 2
1 1. In(l+z)—z 1
= 51n(1+x)+(:(3+5)x72+1
1 1. In(1 — 1
et f(0) = ap = 0. Remarque. f est bien continue en 0 car lirrb[i In(1+z)+ (z+ i)n(Jri;p)x + Z] =0.
x— x

Exercice 8. [TD7-C.17] Soit (E) I’équation différentielle, d’inconnue y : 4zy” (z) 4+ 2y’ (z) — y(z) = 0.
1. Déterminer les solutions DSE(0) de (E).
2. Résoudre (E) sur |0, +o0o[ en utilisant la méthode de Lagrange.

Solution.

+oo
1. Soit Z anx™ une série entiére de rayon de convergence R €]0, +o0] (pour linstant inconnu!). Posons : V& €] — R, R, y(z) = Z anz™.
n=0

n>0
Par propriété des séries entiéres, cette fonction y est indéfiniment dérivable terme a terme sur | — R, R[. En particulier
“+ oo +oo
Vz €] — R, R|, y'(z) = Z napz™ 1 ety (z) = Z n(n — Danz™ 2.
n=1 n=2
Donc y est solution de (E) sur | — R, R ssi :
+o0 —+oo +oo
Vz €] — R, R|, Z 4n(n — Danz" "1 + Z 2nanz™ "l — Z anz™ =0
n=21 n=1 n=0
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ssi, en regroupant les deux premiéres sommes :

+oo
Vz €] — R, R], Z [4n(n — 1) 4+ 2n] apz™ Z anx™

=(2n)(2n—1)

ou encore, aprés avoir effectué dans le premiére somme ci-dessus le changement d’indice p = n — 1, remplacé p par n, et regroupé les deux
sommes en une seule, ssi :
+oo
Vz €] = R,R[, > _[(2n+2)(2n+ Dany1 — anlz” =0
n=0
Qn

——————— c’est-a-dire ssi
2n+1)(2n+2)

d’ou, par unicité du DSE(0) sur | — R, R de la fonction nulle, ssi Vn € N, any1 =

1
vneN, ap, =agp - .
5 Un 0 ( QTL)!
TL
La régle de D’Alembert permet de prouver que la série entiére E (2 3 a pour rayon de convergence +co.
n)!
n>0

Le raisonnement par équivalences précédent permet de conclure que (F) admet des solutions sur R, DSE(0) sur R, & savoir les fonctions y
définies sur R par :

QOZ )',GQER.

Remarque. Posons pour tout z € R, f(z) =

(0) sur R de (E), formé des fonctions proportionnelles

(colinéaires) a f, est donc la droite vectorielle (de dimension 1) dirigée par f, notée Vect(f).

2n
2. On remarque tout d’abord que pour tout z > 0, f(z) = Z \(g)
n=0 :
solution sur |0, +oo[ de I’équation homogéne (E), ne s’annulant pas sur |0, +oo[. Utilisons alors la méthode de la variation d’une constante
y(z)
ch(va)

= ch(y/z). Donc la fonction yo :  +— ch(y/x) est d’aprés 1. une

(de Lagrange) avec yo. Recherchons les solutions y de (E) sur |0, +o0o[ en posant : y(z) = yo(z)z(z), z > 0. Comme z(z) = , z est

de classe C2 sur |0, 4+-0o[ et on obtient (aprés simplifications) que y est solution de (E) sur ]0, +-oo] ssi :

Vo > 0, 2(z) + (%th(ﬁ) + %)z'(x) —o0.

Rappelons que Vz € R, th'(z) = =1 —th?(x) et qu’une primitive de th sur R est In(ch).

h2( )
Comme x +— 2In(ch(y/x)) est une primitive sur RT* de = — ﬁth(\/i), on obtient que y est solution de (E) sur |0, +oo] ssi :
c
ceR, Ve >0, 2 (2) = ——5——
)= Far(/a)
ou encore ssi :
I(c,b) € R%, Yz > 0, 2(z) = 2cth(yv/x) + b
ou plus simplement en posant a = 2¢ ssi :
J(a,b) € R?, Yz > 0, z(z) = ath(v/z) + b.

En conclusion, y est solution de (E) sur |0, +oo[ ssi

3(a,b) € R%, Va > 0, y(x) (= z(z)ch(v/x)) = ash(v/x) + bch(v/2).



