Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Intégration sur un intervalle quelconque

Feuille d’exercices n® 9 : solutions et/ou indications.

Exercice 1. 3. et 6. Existence de I = /2 Vtanz dx et J = /2 In(tan z) de.
0 0

Indications.

Ezistence de I. Posons pour tout z € [0, 5[, f(z) = Vtanz. Cette fonction f est continue positive sur [0, 5[ et :

1
f(x) ~ 1
=3 (3 -2
car
sin x 1 1 1 .
tanz = ~ = ~ P car sint ~ t.
COST ¢—T~ coST  sin(§ —2T) e—Z- 5 — t—0
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Donc I converge par la régle de ’équivalent positif car / —— converge (« Riemann en % avec o = % < 1»).
0 (E — m)§
2

Ezistence de J. Posons pour tout x €]0, 5[, g(z) = In(tanz) : g est bien définie et continue sur ]0, 5.

™

1 3
L’intégrale J existe ssi J; = / g(z) dz existe (« probléme en 0») et Jo = / g(z) dz (« probléme en 7») existe.
0 3

Existence de Ji : on justifie que g(x) ~ . In(z) et on en déduit par la régle de 1’équivalent (négatif ici) que Ji converge.
0

z—
Ezistence de Ja : on justifie que g(z) = In(sinz) —In(cosz) ~ —In(cosz) ~ —In(F —z) et on en déduit par la régle de I'équivalent
r— % - r— % -

™

2w
(positif ici) que Ji converge car / In(= — z) dx converge (& préciser). Donc J converge.

4

dx
11—z
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Exercice 1. 8. Nature de I = /
0

Indications. Posons pour tout z € [0, 1], f(z) = ﬁ : f est continue sur [0, 1], & valeurs strictement positives.

1%1‘. En déduire que I diverge.

Justifier que f(z) ~
xr—

1 2 +o0 5
Exercice 1. 18. Nature de I3 :/ e~ D% gt et I :/ e~ (InH)” g4
0 1

—(Int)?

Indications. Posons pour tout ¢ €]0, +oo[, f(¢) =e . Cette fonction f est continue sur ]0, +ool, & valeurs dans ]0, +oo|.

e Ezistence de I : I existe car f est prolongeable par continuité (& droite) en 0 en posant f(0) = O car, par composition de limites,
her f(t)=o0.
t—0

e Fzistence de Iz : Io existe par le critére de Riemann en +oo car . 1i_~n_1 t2f(t) = 0. En effet,
— 1+ 00
. 2 _ . _ 2 _ . _ _
t_l)l?{)o In(t“f(t)) = t_l)lgl@?ln(t) (In(t)) t—l}Too In(¢)(2 — In(t)) ()

+oo 2
Remarque : L’intégrale I = / eIt g1 converge et est égale a I1 + Ia.

0
! dt
Exercice 2. 3. Déterminer o € R tel que / ————— dt converge.
o (Vt—t2)
1
Indications. Posons pour tout ¢ €]0,1[, f(t) = m Cette fonction f est continue sur |0, 1[, & valeurs dans ]0, +oof, et :
1 2 1
) o~ = et f(t) ~ (2 ———
f()tﬁ(ﬁ t2 f()tﬁr(?)) (1—-1t)«

car d’une part /¢ — t2 ~ V/t et d’autre part VvVt —t2 ~ %(1 —t):eneffet,sih=1-—t¢,
P

t—0 —1

h 3 3
Vi—t?=vVi—h—(1-h)?=(01- §+oo(h))f (1 —2h +o0p(h)) = 5h+oo(h) o ot
1
3 dt 1 dt
Donc (a détailler —————— dt converge ssi a < 2 et / _
( ) /o Vi-2)e ¢ L (Vi-e)e

1 dt
Conclusion : / _
0 (\/Z _ t2)a

dt converge ssi o < 1.

dt converge ssi a < 1.
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Exercice 2. 7. Déterminer o € R tel que / e dx converge.
o (1—z)
oo Inz . .
Indications. Posons pour tout = €]0,1[, f(z) = W : f est continue négative sur ]0,1[ et
-z
@) ~ Iz et f(2) : ! !
z) ~ Inz et f(zr) ~ —————carlnz ~ z—1.
z—0t r—1— (1 —:E)o‘71 z—1

i 1
3
Donc, par la régle de I’équivalent de signe constant, / f(x) dx converge et / f(x) dz converge ssi & — 1 < 1 (& détailler).
0 3

. 1 Inz .
Conclusion : —  dx converge ssi a < 2.
0o (1—a)
Exercice 3. 1. Exist tlldl/lhwd
xercice 3. 1. Existence et calcul de I = x.
0o V1I—=x
Inz

Ezistence de I. Posons pour tout = €]0,1[, f(z) =

: f est continue négative sur ]0,1[ et on a :

Vi—-z
f(z) :Oln(m) et f(z) ~ —v1—x carln(x) zzlel.

T z—1
1 1
Donc I1 = [ f(z)dx converge par la régle de équivalent (négatif) car [ In(x)dz converge et Iy = fll f(z)dx converge car f est
2

prolongeable par continuité en 1 : lirn1 f(z) = lirn1 —Vv1—2 = 0. Donc [ existe.

b
Calcul de I. Effectuons le changement de variable : t = /1 — 2 dans I, ;, = / f(z)dx avec 0 < a < b < 1.
a
En posant 8 =+/1—bet a =+/1 — a, on obtient :

Ia,b

2 In(1 — ¢2) dt
= 2 In(1 —t)dt + In(14+1¢t)d
(/ﬁ ( B dt /,6 ( t) dt)

1-8 1+a
2(/1 In(s) ds + /1 In(s) ds)

—a +6

aprés changement de variable s =1 — ¢ (resp. s = 1 + t) dans la premiére (resp. la seconde) intégrale.

1-8 1+a 2
Donc I = lim Iop = lim 2(/ In(s) ds +/ In(s) ds) = 2/ In(s) ds.
a—0t,b—1— a—1—,3—07F 1—a 148 0
2
Finalement, I =2 lim In(s)ds =2 lim [sIn(s) — s]2 =[2(2In2 — 2) | car lim eln(e) = 0.
e—0t Je e—01 e—0
+oo o=V

Exercice 3. 4. Existence et calcul de I = dz.

0 vz

Nz

9

Indications. i) Existence de I. Posons pour tout z > 0, f(x) =

: f est continue sur |0, +oo[ et I existe car

1
x) ~ ——et lim z?f(z) = 0 par croissances comparées.
f@) ~, Jzet lim a*f@) =0p b
b o—vE
ii). Calcul de I. Soit (a, b) €]0,+00[? tel que a < b. Effectuer un changement de variable (pas trés compliqué a deviner!) dans / NG dx.
a z

On obtient finalement I = 2.

too dx
Exercice 3. 7. Existence et calcul de I = / —_—.
o (z2+1)?
" . . 1 . . 1
Indications. i) Existence de I. Posons pour tout z > 0, f(x) = ———— : f est continue sur [0, +oo[ et I existe car f(z) ~ —.
(IQ + 1)2 xr— 400 x4
13). Calcul de I. Considérons, pour tout X >0, I(X) = fOX f(x)dz. En intégrant par parties J(X) = fOX 1- 1_‘_% dx, on obtient
X

J(X) +2(J(X) = I(X)),

T 1y xe

ot A _1/_X _1/,. X : 5 _
c’est-a-dire I(X) = 5(1+7 +J(X)) = §(W + arctan(X)). Finalement I = XLITOO I(X)=

AN

oo dx
Généralisation. Soit I, = —————— ou n € N*. Déterminer une relation entre I,, et In,41.
0 (2 +1)n
. . . Bl dx
Exercice 3. 11. Soit a > 0. Existence et calcul de I = _ .
o 1+ (tanz)®

2



1

—— . I existe car f est continue sur [0, Z[ et prolongeable par continuité en Z
7 (ana)e ! [0, 5[ et p g p z
car lim f(z) = 0. En outre, le changement de variable t = § — x conduit a :

T —
Z'—>2

Indications. Posons pour tout x € [0, 5[, f(z) =

i o s o
I /2 (tant) gt — /2 (tan z) dz (= J)
o 14 (tant)™ o 14 (tanz)™

dot 2l =1+ J= [? 1dz = 7 et finalement I = 7.

dx

Vo—2)z—a)

Indications : pour le calcul de I, on pourra commencer par effectuer le changement de variable z = (1 —t)a +tb, t € [0,1].

b
Exercice 6. Soient a et b deux réels tels que a < b. Existence et calcul de I = /
a

1
Réponse : a) Existence de I. Posons pour tout z €la,b[, f(z) = W : f est une fonction continue de ]a, b[ dans 0, +oo].
—z)(z —a

c b
Soit ¢ €]a, b]. I existe ssi [1 = / flz)dx et Io = / f(x) dz existent.
a [

Ezistence de I1. On a : f(z) ~ converge (« Riemann en a avec «a = % < 1 »). On conclut avec la régle de

1 1 " ¢ dr
otat Vave—a @ | a—a
I’équivalent positif.

b
1 1

Existence de Io. Méme raisonnement que pour ’existence de I1. On a : f(x ~ et converge (« Riemann en b
2 que p 1 f( )ac—>b_ Vo—a Vb—z . ge (

b—=x
avec «a = % < 1 »). On conclut avec la régle de I’équivalent positif.

b) Calcul de I. Le changement de variable proposé conduit a I donc cette intégrale ne dépend pas de (a,b)). En utilisant

By A
o Vt(l—t)

! dt
légalité t(1 —t) = —(t2 —t) = —((t — %)2 — %) = % —(t— %)2 = %(1 —(2t—1)?),onal= 2/ m et par changement de
0 \/i
1 du
variable u =2t —1:1 = / ——— = 7 (& détailler).
—1V1—u?

1
Exercice 7. Soit (x,y) € R2. On pose : B(z,y) = / t*=1(1 — )Y~ Lat
0

1. Montrer que B(z,y) existe si et seulement si x > 0 et y > 0.

2. Calculer B(%, %)
z

T+

3. Soient z > 0 et y > 0. Montrer que B(z,y) = B(y,z) et que B(z + 1,y) = B(z,y).
Y

Indications : 1. Posons pour tout ¢ €]0,1[, f(t) = t*~*(1 — )Y~ : f est une fonction continue de ]0,1[ dans ]0, +oo[. Vérifier que

f@) L *1 = Py et f(t) R 1—t)vt= m Utiliser « Riemann en 0 et en 1 » et la régle de I’équivalent positif.

2. (Voir ’exercice précédent).

11 Looa
B(=, = :/ —_— =T
53 o Vtd—1t)
3. i) Pour obtenir 1’égalité B(z,y) = B(y,z), effectuer le changement de variable s = 1 — t dans B(z, y).
1) Plus compliqué. Une ipp (a détailler) donne :
1 z [l
Bz +1,y) = / t*(1—t)y~ldt = 7/ 2711 —t)Y dt.
0 y Jo
Or(1-t)y=(1-t)1—-t)¥ 1=(1-t)y 1 —¢t(1—t)y~! don
z, (! ! x
Ble+10) = S([ #mla—nrde— [ - 07 d) = (B - B+ 1)
Yy Jo 0 Yy

d’oui I’égalité cherchée.

+° sinx

\/E Z.

Exercice 12. 1. Prouver l'existence de ’'intégrale généralisée [ = /
0

Lsinz

X .
0 Vv

sin &
La fonction f : z — 7, continue sur ]0, 1], est prolongeable par continuité (a droite) en 0 en posant f(0) =0 car f(z) ~ . V.
x z—0

Indications : i) Existence de I1 =

+° sina
T.
1 VT
sin x
Posons, pour X > 1, I(X) =

Jz

3
2
+° cosx . cos T 1 too g .
Or dx converge absolument par comparaison car pour tout > 1, |——| < — et —- converge (Riemann en +oo avec
1 2 1

1) Existence de Iz =

b'e
. . x 1 cosx
dz. En intégrant par parties : I(X) = | — + 7/ dzx.
g par p (X) [ ﬁ ]1 2 /1

3
x?2 x?2 T

3



+° cosx
3
2

a = % > 1). Donc, par théoréme, / dx converge.
1 x

cos X

De plus, d’apreés le théoréme des gendarmes, lim =0 car

P — .m [—
X—+o0 /X vX T VX X—+4o0 /X

+ cos1) = cos 1. On obtient finalement que

cosx cos X

Donc _lim [-— ]X: lim (—

X —Foo VT il T XSteot X
1 [+ cos
Iy = _lim I(X):cosl-i—f/ TdreR.
X —+oo 2 1 xr2

Donc I existe car I; et I existent.

n n
Exercice 22. Soient f € C' (Rt R), et u, = Z f(k) —/ f@)dt,n € N.
k=0 0
n+

1
1. Vérifier que un+1 — un = / (t —n)f'(t) dt.
n

2. En déduire que si f’ est intégrable sur Rt alors la suite (u,) converge.

Indications. : 1. En utilisant la relation de Chasles : un4+1 —un = f(n + 1) — f:‘“ f(t) dt. Intégrer par parties f;'H 1- f(¢t) dt en prenant
(astucieusement) t — ¢t — n comme primitive de ¢ — 1. On pouvait aussi intégrer par parties f:+1(t —n)f'(t)dt et retrouver up41 — Un.

2. D’aprés 1. pour tout n € N

n+1

n+1
funss =l < [ -l @lae< [T 17 @)de
n n
car Vt € n,n+1,0<t—n<1.
—+o0 n+1
Comme f’ est intégrable sur [0,+oo[,/ |f/(t)| dt existe. On en déduit que la série Z |f/(t)| dt converge et a pour somme
0 n>0""

+oo
/ |£/(t)| dt : en effet par définition de la convergence d’une série et la relation de Chasles, on a effectivement
0

N

lim O/n’”1 ‘f/(t)\dt:NlirEw/ON+l ‘f/(t)|dt:/0+oo | (6)] dt.

N—+oco
n=

La série g (un+1 — un) converge donc absolument par comparaison grace a (), et donc converge.
n>0
On peut conclure, par le lien suite-série, que la suite (uy) converge.



