Intégration sur un intervalle quelconque.

Comme d’habitude, K désigne R ou C et suivant le contexte, | - | la valeur absolue ou le module.

Dans le cours de PCSI, on étudie les propriétés de I'intégrale d’une fonction continue (ou plus généralement continue par morceaux) sur
un segment, & valeurs dans K.

Dans ce chapitre, on généralise cette étude en définissant (quand elle existe) 'intégrale sur un intervalle I quelconque d’une fonction continue
par morceaux sur I et la notion de fonction intégrable sur I.

On note C%(I,K) (resp. C%, (I, K)) I’ensemble (le K- espace vectoriel) des fonctions continues (resp. continues par morceaux) sur un intervalle
I, a valeurs dans K.

1 Intégrales généralisées ou impropres.

1.1 Définitions.

Définition 1 1. Soient a € R et b € RU {400} tels que a < b. Soit f € C%, ([a,b[,K). On dit que /b f(z)dx converge (existe, est définie,
a
a un sens) ou encore que f admet une intégrale généralisée (impropre) sur [a,b| st )1(in /aX f(z) dx existe dans K. Si c’est le cas, on note
/b f(x)dx cette limite. Sinon, on dit que lintégrale généralisée /b f(x)dz diverge.
a a
2. Soient a € RU{—oc0} et b € R tels que a < b. Soit f € CY,(Ja,b],K). On dit que /b f(z) dx converge (existe, est définie, a un sens) ou
a
encore que f admet une intégrale généralisée (impropre) sur ]a,b] si )}iina/: f(z) dx existe dans K. Si c’est le cas, on note /ab f(z) dx
cette limite. Sinon, on dit que l'intégrale généralisée /b f(z)dx diverge.
a

Remarque 1 [Relation de Chasles] Soient a € R et b € RU {+oo} tels que a < b. Soit f € C% ([a,b[,K). Pour tout ¢ € [a,b], les

b b
intégrales / f(z)dx et / f(x)dx sont de méme nature et si elles convergent,
a (&

/abf(m) da = /a () do + /cbf(x) da.

X
Preuve. D’aprés la relation de Chasles pour les fonctions continues par morceaux sur un segment, pour tout X € [c,b], / flz)dz =
a

On a un résultat analogue pour f € C2 (Ja,b], K).

c X b
/ f(x) dz-i—/ f(z) dx. Si/ f(z) dx existe, alors

)l(in./CX f(x)d:c:)l(iglb/ax f(x)d:r:—/acf(x)d:c:/abf(:c)dx—/acf(x)dxeK.

Autrement dit, /b f(x) dz existe et /b f(z)dx = /b f(z)dx — /C f(z) dx.

b b b
Si / f(z) dx n’existe pas, / f(z) dx n’existe pas également car si / f(x) dz existait, on aurait
a c

Jim /aXf(:c)dx:/acf(:c)dac-‘r/cbf(a:)dxeK

X—b
b
ce qui contredit la divergence supposée de / f(z) dx. O
N “+oo +oo dz +oo 0 1 dz
Exercice 1. Etudier la nature des intégrales : / C dz,ouC €C, / — / sin x dx, / e® dx, / e
0 o 14z Jo —0 0o V1—a?

Définition 2 [Intégrale généralisée aux deux bornes].

b
Soient a € RU {—co} et b € RU {+0o0} tels que a < b. Soit f € C%,(Ja,b[,K). On dit que / f(x)dx converge si et seulement si il existe
a
c b
¢ €la, bl tel que / f(z)dx et / f(x)dx existent, cette propriété ne dépendant pas du réel ¢ choisi dans |a,b[. Si c’est le cas, la valeur
a c

c b b
de la somme / f(z)dx +/ f(x)dx ne dépend pas de c et est, par définition, égale a / f(x)dx.
a c a

D. O +oo |
Exercice 2. Calculer lim z° dz. Nature de / 23 dz?
X—+oo X — 00

1.2 Propriétés élémentaires.
b

Proposition 1 [Fonctions & valeurs dans Cl. Soit f € C9, ([a,b[,C), avec a € R et b € RU{+oo} tels que a < b. / f(x)dx converge
a

b b
st et seulement si / Re f(x)dz et / Im f(x)dx convergent et si c’est le cas
a a

/abf(ﬂc)dz:/abRe f(x)dz+i/;b1m f(z) da.



Meéme énoncé avec f € C2, (Ja,b],C), avec a € RU{—oo} et b € R tels que a < b.

Preuve. Soit X € [a, b[. Par définition de I'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment, a valeurs dans C :

/aXf(fL")dac:/aXRe f(z)deri/aXImf(x)dg;

be X X
Donc lim / f(x)dx € C & lim / Re f(z)dz € Ret lim / Im f(z)dx € R et si c’est le cas :
X=b f, X=b/, X=b/,
X X X
)l(igb/a flz)de = )l(igb/a Re f(z)dz + i )l(ifb/a Im f(x)dx

b b b
c’est—é—dire/ f(x) dx:/ Re f(=x) d$+i/ Im f(z)dz. O

Proposition 2 [Prolongement par continuitél. Soient a et b deux réels tel que a < b.

b

1. Soit f € C°(Ja,b],K) tel que lim+ f(z) € K. Alors / f(z) dx existe.
r—a a
b

2. Soit f € C%([a,b],K) tel que lim f(z) € K. Alors / f(z) dx existe.
r—b— a

Preuve. 1. Considérons la fonction f définie sur [a, b] par : f(z) = f(x) si z €]a,b] et f(a) = lim+ ().
r—a

Cette fonction f, continue sur [a,b], est le prolongement par continuité de f a [a,b]. Soit F une primitive de f sur la,b]. Soit X €]a,b].
Comme F' est dérivable donc continue (& droite) en a, on a :

X—a

. b . ~ ~ ~ ~ b _
hm+ f(z)da;f 1:rr;+/)(f($)dxleirlg+(F(b)—F(X)):F(b)—F(a):/a f(z)dx

2. Preuve analogue en considérant le prolongement par continuité de f au segment [a,b] définie par : fz) = f(x) si € [a,b] et
F0) = timf(a).
r—

Lsing

Exemple. L’intégrale généralisée [ = / dx converge car f :x +—
0 xT

I est donc lintégrale sur [0,1] de la fonction f, continue sur [0,1], définie par : f(z) = f(z) si z €]0,1] et f(0) =

T est continue sur 10,1] et lim f(z)=1.
z—0t

. L 1 cos & — cos 2z 2:1:
Exercice 3. Prouver que les deux intégrales —_— da: convergent.
0

Prop051tlon 3 Soient f et g € C% ([a,b[,R), avec a € R et b € RU {+oo} tels que a < b. Soit a € K.
Si/ f(z)dz et/ g(z) dx existent, alors/ (af(@) + g(x)) da ewiste et

/:7(af(z)Jrg(x))dm:a/abf(x)da:Jr/abgz dx

X X X
Preuve. Pour tout X € [a, ], / (af(@) + g(2)) do = oz/ f(z)dx +/ g9(z) dz.

a
D’ou le résultat souhaité en faisant tendre X vers b. O

Prop051t10n 4 Soient f et g € C2 ([a,b[,R), avec a € R et b € RU {+oo} tels que a < b.
b
Si/ f(z)dx converge et/ g(z) dz diverge, alors/ (f(z) + g(x)) dz diverge.

a

b

b
Preuve. Supposons que / (f(a:) + g(ac)) dx converge. Comme / —f(z) dz converge,

a

b b
/ o) da = / (F(@) + 9(x) - f(2)) dz

b
serait convergente d’aprés la proposition 3. Contradiction. D’ou la divergence de / (f(a:) + g(:t)) dx. O
a

2 Exemples fondamentaux.

2.1 Intégrales de Riemann.

+oo
Proposition 5 [Riemann en +ool. Soient « € R et a > 0. L’intégrale / - dx existe si et seulement st a > 1.
a T
X dzx - 1 1 1
Preuve. Soit X > a. Si o # 1, / — = / TYdr = } = (X7 —a 7).
o 1 -« l-«a
X d
Sia>1, lim & a! donc / — dx converge.
X—+oo g, % a-—1 a T«
X dx too g
Sia<l1l, lim — = +oo donc / — dzx diverge.
X—+o0 /g, a2 a A
X dx oo q
Enfinsia =1, lim — = lim (InX —Ina) = +o0 donc / — dx diverge. (]
X—+oo a x X—+oo a x



b1
Proposition 6 [Riemann en 0]. Soient o € R et b > 0. L’intégrale / — dx existe si et seulement si o < 1.
0o

b 4 b l1—a 1
Preuve. Soit € €]0,b[. Si a # 1, & / " %dr = [x }b = (bt —glmo),
e T e 1—a'¢ 11—«
b dx pl—o

b1
Sia<1, lim — = donc / — dz converge.
e—0t Jo 11—« 0 x¢

b dx b1
Sia>1, lim — = +o0 donc / — dzx diverge.
e—0t Je x¢ 0 x¢
. . b dx . b1 .
Enfin si a =1, lim — = lim (Inb—1Ine) = +oo donc — dx diverge. g
e—0tJ: e—0t x

0
Les deux énoncés suivants généralisent le résultat de la proposition précédente :

Proposition 7 [Riemann en al. Soit o € R. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Alors :

b dx . . .
(7 existe si et seulement si o < 1.
a

T —a)®
b dx 1 b 1
Preuve. Soit X €]a,b]. Si a # 1, / — = [(z—a)'7 @ = ——((b—a)!7* = (X —a)l7®).
x (z—a) 1-« X 1-a
b d. b d b— l—a b d. b d
Sia <1, / @ existe car lim d = ( a) cRtet,sia>1, / @ diverge car lim @ +00.
o (x—a)* X—at Jx (x —a)™ el o (x—a)* X—atJx (z—a)®

b de b da
De plus, si a =1, / ——— diverge car lim = lim (In(b—a)—In(X —a)) = +oo. O
a T—a X—atJx x—a X—at

Proposition 8 [Riemann en b]. Soit @ € R. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Alors :

b dz
/ —— existe si et seulement st a < 1.
a (b—x)>
Preuve. Exercice. O
2.2 Exponentielle en +oco.
—+oo

Proposition 9 Soient a € R et a € R. L’intégrale / e*® dx existe si et seulement si a < 0.

a

X e eaX _ ea X eoa
Preuve. Soit X > a. Si a # 0, / e*®dxr = [—]5( = ——  Dong, si a < 0, lim e*®dr = — et, si a > 0,
a « « X—+o00 /4 67
X X X
lim eo‘zd:p:Jroo.Enﬁn,sia:O,/ eo‘zdaz:/ ldr=X—-a — +oo.
X—+o0 Jq a a X —+o0
—+oo
En particulier, / e~ " dx existe et est égale a 1. O
0
2.3 Logarithme en 0.
a
Proposition 10 Soit a > 0. L’intégrale généralisée / Inz dx converge.
0
a a
Preuve. En effet, pour tout e €]0, af, / Inzdr =[zlnz — z]¢ =alna —a — elne+e. Donc lim Inzdx = alna — a. En particulier,
€ e—0 €
1
/ In z dz existe et est égale & —1. O
0
3 Intégrales généralisées de fonctions positives.
Proposition 11 Soit f € C%, ([a,b[,RT) avec a € R et b € RU {400} tels que a < b.
X
La fonction F : X r—>/ f(x)dx est croissante sur [a,b] et :
a
b b
1. Si F est majorée sur [a,b], / f(x)dx converge et/ f(x)de = sup F(X).
a a XE€la,b]

X b
En particulier, VX € [a,b], / f(z)dx < / f(z)dzx.

¢ x b
2. Si F' n'est magorée sur [a,b], )%imb/ f(z)dr =400 et / f(z) dx est divergente.

—0Ja a
Meémes conclusions avec f € C9,(Ja,b],Rt) otia € RU{—0co} et b € R tels que a < b.
Preuve. Commencons par vérifier que F' est croissante sur [a,b[. Soit (X1, X2) € [a,b[? tel que X1 < Xs.
X2 X2
Par la relation de Chasles, F(X2)—F(X1) = / f(x)dz. Or f est positive sur [ X1, X2], donc, par positivité de I'intégrale, f(z)de >
X1 X1

0, c’est-a-dire F'(X2) > F(X1).
1. Si F est majorée sur [a, b[, le sous-ensemble F([a,b]) = {F(X), X € [a,b[} de Rt, non vide et majoré, admet une borne supérieure S.
Soit € > 0. Puisque S — € n’est pas un majorant de F([a, b[), il existe Xg € [a, b] tel que F(Xg) > S —e. Or F est croissante sur [a, b[, donc



X
VX € [Xo,b[, S —e < F(Xo) < F(X) < S. Par conséquent, VX € [Xo,b[, |[F(X)— S| =5 — F(X) <e. Donc )l(imb/ f(z)dx = S. Ainsi

b
/ f(z) dx converge et est égale & S = sup F(X).
a X€la,b]

2. Supposons F' non majorée sur [a, b[. Soit A > 0. Il existe X1 € [a, b tel que F(X1) > A. Or F est croissante sur [a, b, donc VX € [X1,b],
X b

F(X) > A car F(X) > F(X1). Donc )l(imb/ f(x)dx = +o0o et / f(x) dz diverge. O
—%Ja a

Remarque 2 [Positivité de 1’intégralel. Soit f € CO ([a,b[,RT), avec a € R et b € RU {+oo} tels que a < b.
b b
Si/ f(z)dx converge, alors / f(z)dz > 0.
a a

Preuve. Soit X € [a,b[. L’intégrale faX f(z)dz est positive car c’est 'intégrale d’une fonction continue par morceaux et positive sur le
b X
segment [a, X]. Donc, d’aprés la proposition 11, / flz)dz > / f(z)dz > 0. O
a a
b
Remarque 3 Soit f € C%([a,b[,RT), avec a €R et b € RU {+oo} tels que a < b telle que / f(z)dz = 0.
a
Alors Vz € [a,b], f(z) =0.

Preuve. Soit X € [a,b]. On a faX f(z)dx = 0 car faX f(z)dz > 0 et par la proposition 11, faX f(z)dx < 0. Comme f est continue et
positive sur [a, X], alors Vz € [a, X], f(x) = 0. D’ou Vz € [a,b], f(x) =0 car X € [a, b[ est quelconque. O

Théoréme 1 [Comparaison]. Soient f et g € C9,([a,b[,RT), avec a €R et b € RU {+oo} tels que a < b.
Supposons Uexistence de ¢ € [a bl tel que Vx € [c, b, f(z) < g(z). Alors :

b
1. Si/ g(z) dx converge, / f(x)dx converge.

b
2. Sz/ f(z)dz diverge, / g(z) dz diverge.
a

Meémes conclusions avec f et g € CO (Ja,b],K) ot a € RU{—o0} et b € R tels que a < b s’il existe ¢ €]a,b] tel que Yz €la, ], f(z) < g(z)
(exercice).

X
Preuve. 1. Posons, pour tout X € [¢,b[, U(X / flz)dret V(X) = / g(x) dz. Comme Vz € [c,b], f(z) < g(x), on a, par croissance de
(& c

b b b
Pintégrale, VX € [c,b], U(X) < V(X). Si / g(z) dz converge, / g(x) dz converge et par la proposition 11, VX € [c, b, V(X) < / g(z) dz.
a c (&

b b b
Donc U est majorée sur [c,d] par / g(z) dz et a nouveau par la proposition 11, / f(x) dz converge. Finalement / f(x) dz converge.
c a

(&

2. C’est la contraposée de 1. O

E 1
Exercice 4. Prouver que / sinz(f) dt converge. La proposition 2 permet-elle de justifier cette convergence ?
0
+oo 2
Exercice 5. Prouver que / e~ * dx converge.
0

Théoréme 2 [Equivalencel. Soient f et g€ Cl ([a b[,RT), avec a € R et b € RU {+oo} tels que a < b.

St f(x) ~ g( ) alors les intégrales / f(z)dx et / g(z) dz sont de méme nature, c’est-a-dire qu’elles sont toutes les deux convergentes
a
ou toutes les deuzx divergentes.

Meéme résultat avec f et g € C9,(Ja,b], RT) telles que f(z) ~ g(z) ota € RU{—00}, bER et a < b (exercice).
Tr—a

< h(z) < = et comme g est positive,

N =
N | w

Preuve. Par hypothése f= gh avec limZ7 h(z) = 1. Donc il existe ¢ € [a, b tel que Vx € [c,b],

Vz € [c,b], g(z*) < flx) < - g(x) ().
b

b3
Supposons que / g(z) dz converge. Alors / §g(x) dx converge et, d’aprés (), / f(x)dx converge, par comparaison de fonctions
c c

a

b
positives (cf. théoréme 1). Donc / f(x) dz converge.

Supposons que / f(x) dx converge. Alors / 2f(x) dx converge et, d’apreés (), / z) dx converge, par comparaison de fonctions positives

c
b

(cf. théoréme 1). Donc / g(z) dz converge.

a
1 T
Exercice 6. Nature de / _
0o Vo +a?

Remarque 4 La preuve du théoréeme 2 montre qu’il suffit que g soit positive car (x) implique f positive sur [c, b|.

+oo 1
Exercice 7. Prouver 'existence de / (— — arctan(—)) dz et calculer sa valeur.
1 T xT
+oo
Exercice 8. Nature de / (Vazt+1—1z)de.
0



Remarque 5 [Equivalent négatif]. Soita €R et b € RU {400} tels que a < b.

b b
Soient f € C2 ([a,b[,R) et g € C% ([a,b[,R™) telles que f(x) (z). Alors les intégmles/ f(z)dx et/ g(z) dz sont de méme nature.

~
r—b g

b b
En effet, comme —f(x) ~ —g(x), on obtient par le théoréme 2 et la remarque 4 que / —f(z)dz et / —g(x) dx sont de méme nature.
a a

r—b

b b
D’ou le résultat annoncé car si u € C, ([a, b, R), / —u(z)dz et / u(z) dz sont de méme nature.
a

a

Inz

L lng oo
Exercice 9. a. Prouver que J = / ——dzr et K = / ——— dx convergent.
0 2 +1 1 2 +1

+oo |
b. Prouver que / ne dr = 0.
0 .’172 + 1

Proposition 12 [Critére de Riemann ou régle z®f(z) en +oo].
Soit f € CY, ([a, +oo[,RT), avec a > 0.

—+oo

1. S’il existe a > 1 tel que liIJIrl % f(z) =0 alors / f(x)dx converge.
xr— oo

a

+oo
2. S’il existe « <1 tel que lim x%f(x) = 400 alors / f(z)dx diverge.
a

x—+00
1
Preuve. 1. 1l existe ¢ > a tel que Vo > ¢, 2% f(x) < 1 ou encore tel que Vz > ¢, 0 < f(z) < —.
T

+00 dg too
Or / — converge (Riemann en +oo avec a > 1), donc, par le théoréme de comparaison de fonctions positives, / f(z) dz converge
c x (&

—+o0 c
et / f(x) dz converge car / f(x) dz existe.
a a

1
2. Il existe ¢ > a tel que Vz > ¢, 2% f(z) > 1 ou encore tel que Vz > ¢, f(z) > —.
x

“+oo dr —+oo
Or / — diverge (Riemann en +o0o avec a < 1), donc, par le théoréme de comparaison de fonctions positives, / f(z) dz diverge.
c ia c
Donc / f(x) dx diverge. (]
a

+oo 3
Exercice 10. Prouver que / e V7 dy converge.
0

Proposition 13 [Critére de Riemann ou régle z®f(z) en 0].
Soit f € €%,(10,8],RT), avec b > 0.

b
1. SVl existe a < 1 tel que hm+ z¥f(xz) =0 alors / f(x)dx converge.
0

xz—0

b
2. S’il existe a > 1 tel que lim+ z%f(xz) = 400 alors / f(z)dx diverge.
0

z—0

1
Preuve. 1. 1l existe ¢ €]0, b] tel que Vx €]0,¢], 2% f(z) < 1 ou encore tel que Va €]0,c], 0 < f(z) < —.
T

c d c
Or / —z converge (Riemann en 0 avec a < 1), donc, par le théoréme de comparaison de fonctions positives, / f(z)dz converge et
T

b0 b 0
/ f(x) dx converge car / f(z) dz existe.

0 c

1

2. 1l existe c €]0, 8] tel que Vz €]0,c], % f(z) > 1 ou encore tel que Yz €]0,c], f(z) > —.

c dm C
Or / — diverge (Riemann en 0 avec a > 1), donc, par le théoréme de comparaison de fonctions positives, / f(z) dz diverge. Donc
T 0

b
/ f(x) dx diverge. O
0

(Inx)?

1
Exercice 11. Prouver que / dx converge en utilisant le critére de Riemann en 0.
0

11 faut étre capable de démontrer le résultat suivant classique (mais a priori hors programme) :

Proposition 14 [Intégrales de Bertrand en +oo].
dx

2 e
Soit (e, B) € R?. Alors /2 W

converge si et seulement sia > 1 oua=1et 3> 1.

In )¢
Preuve. Rappelons le résultat de puissances comparées bien connu suivant : Vd € R, Ve > 0, lir_~r_1 % =0
T—1+00 T

Posons, pour tout z > 2, f(z) = . Cette fonction f est une fonction continue et positive sur [2, +ool.

z(lnx)B
. (Inz)—F
1. Supposons « > 1. Soit v €]1,af. Alors 27 f(z) = ———— — 0.

x¥~Y xz—+o0
—+o0
Donc d’aprés le critére de Riemann en oo, / f(z) dx converge.
2
e

2. Supposons a < 1. Soit v €]a, 1[. Alors =7 f(z) = (nz)? —+>
nx T— 400

“+o00.



—+o0
Donc d’apreés le critére de Riemann en o0, / f(z) dz diverge.
2

X dz In X du
3. Supposons a = 1. Soit X > 2. En effectuant le changement de variable v = Inz, on a : / _ = / —.
2 a(lnz)P mz2  uf
X dx ul=h In X 1 1
< — — -B 1-8 6 .
Donc si 8 # 1, /2 na)f [1 — 5}1n2 = m((ln X) — (In2)"~"). Par conséquent :
X d In2 1-p8 +oo
esi>1, lim T (In2) donc / f(x) dz converge,
X—+o0 /o z(lnz)P Bs—1 2
X dz +oo
esiB<1, XEToo , W = +oo donc /2 f(x) dx diverge.
+oo X dz ¥ 0
Enfin, si g =1 dz di li = 1 In(1 = 1 In(In X) —In(In2)) = .
nfin, si 3 , /2 f(z) dz diverge car lim , 2z lm [In(Inz)]5 lm (In(In X) — In(In2)) = 400

4 Intégrale absolument convergente. Intégrale semi-convergente.

Dans cette section, a € RU {—o0}, b € RU {+00} tels que a < b et I est un intervalle semi-ouvert ou ouvert d’extrémités a et b.

4.1 Absolue convergence.
Définition 3 [Convergence absoluel Soit f € CO, (I, K).

b b
On dit que / f(x)dx converge absolument (ou est absolument convergente) si / |f(z)|dx converge.
a a

+° ging [, +ool —R
Exzemple. L’intégrale généralisée / dx converge absolument. En effet, soit f : . o sinx
1 x 22
. . 1 +oo dg .
La fonction f est continue sur [1,+oo[ et Vz > 1, |[f(z)] < —. Comme — converge (Riemann en +oo avec a = 2 > 1),
€T 1 X

+oo |sina : . .
5 dx converge par comparaison de fonctions positives.
1 T

Théoréme 3 [La convergence absolue implique la convergencel Soit f € CO (I,K).

b b b b
Si / f(x)dx converge absolument, alors / f(z)dz converge et \/ flz)dz| < / |f(z)|dx.
a a a a

b
Preuve. Supposons donc que / | f(x)| dx converge. Distinguons deux cas :
a

1% cas : f est a valeurs réelles. Posons pour tout € I, f¥(z) = max(f(z),0) et f~(z) = max(—f(z),0).
En considérant les deux cas f(z) > 0 et f(z) < 0, on vérifie que, pour tout = € I,

f@) = fT(2) = £~ (2) et |f(2)| = [T (2) + £ (2).
En particulier, Vo € I, 0 < f+(z) < |f(z)| et 0 < f~(x) < |f(x)| car fT(z) >0et f~(x) > 0.

b b
Donc / fH(z)dz et / f7 (z) dz convergent par comparaison de fonctions positives.
a a

b b b
D’ou la convergence de / f(z)dz :/ fH(z)dz —/ f~ (z) dzx (cf. prop. 3).
a a a
2¢ cas : f est a valeurs complexes. Rappelons que Vz € C, |Re z| < |z]| et [Im z| < |z].
b

b
En particulier Vo € I, |Re f(z)| < |f(2)| et [Im f(z)| < |f(z)]. Donc / Re f(x)|dz et / Im f(x)|dx convergent par comparaison de

a

b b
fonctions positives. En d’autres termes, / Re f(z)dz et / Im f(x)dx convergent absolument. Et comme Re f et Im f sont a valeurs
a a
b b b b
réelles, / Re f(z)dz et / Im f(x)dx convergent (cf. 1°* cas). Finalement, comme f = Re f + {Im f, / flz)de = / Re f(x)dz +
a a a a

b
z/ Im f(x)dx converge.
a

Supposons enfin pour fixer les idées que I = [a,b[ avec a € R et b € RU {+0o0}, les autres cas se traitant de maniére analogue. En faisant
tendre X vers b dans I'inégalité suivante, vérifiée pour tout X € [a, b],

|/aX f(2)dal < /aX ()] de,

b b
on obtient bien que | / flz)dz| < / |f(z)| dx. (]
a a

crs . . 1
Proposition 15 Soit a > 1. Soient a > 0 et f € CO ([a, +oo[,K) telle que f(z) = O (—

z—foo g’

—+o0
Alors / f(x)dz converge absolument, donc converge.
a

1
Preuve. Par hypothése, f est le produit de x — — et d’une fonction bornée au voisinage de +oo. Ainsi, il existe ¢ € [a,+oo[ et M > 0

M +o° dg too M Foo
tels que Vz € [c, +oo, [f(2)] < —. Or / — converge (Riemann en 400 avec a > 1), donc / — dx converge et / |f(z)| dx
xT T c z c

c



400 c
|f(z)|dx car / |f(z)|dx existe comme intégrale d’une

a a
fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. O

converge par comparaison de fonctions positives. D’ou la convergence de /

1
Proposition 16 Soit o < 1. Soient b > 0 et f € C%,(]0,],K) telle que f(z) = O+(—a).
x—0 x

b
Alors / f(x)dz converge absolument, donc converge.
0

1
Preuve. Par hypothése, f est le produit de x — — et d’une fonction bornée au voisinage de 0. Ainsi, il existe ¢ €]0,b[ et M > 0 tels que

M c d c M (&
vz €]0,¢], |f(z)] < —. Or / —Z converge (Riemann en 0 avec o < 1), donc / — dx converge et / | f(z)| dx converge par comparaison
x 0o 0o 0

b b
de fonctions positives. D’ou la convergence de / |f(z)|dx car / |f(z)| dz existe comme intégrale d’une fonction continue par morceaux
0 c

sur le segment [c, b]. ]

4.2 Intégrale semi-convergente.

Définition 4 Une intégrale généralisée convergente, mais non absolument convergente, est dite semi-convergente.

+°° gingx

Proposition 17 [Un exemple & connaitre.] L’intégmle/ dx est semi-convergente.

1 x

+° ging

Preuve. 1. Montrons que / dx converge.

1 x

sinx cosx

X X X cosx
Posons, pour X > 1, I(X) = / —— da. En intégrant par parties : I(X) = [ — 7]1 - / 5~ dz
1 z x 1 x

cosx 1 Foo .
| < — et — converge (Riemann en +oco avec
z2 '~ 1 2

+%° coszx .
Or dx converge absolument par comparaison car pour tout z > 1, |
1

2 x2
+° cosz
a =2 > 1). Donc, par théoréme, / — dx converge.
1 x
cos X
De plus, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim =0 car ‘COX#X‘ < % et lim — =0.
X—4o00 X X—+oo0 X
cos x cos X
Donc _lim [-— ]f = lim (- + cos1) = cos 1. On obtient finalement que
X ——+oo xT X —+4oo

—+oo
lim I(X):cosl—/ BT 4z € R.
X —-+o0 1 x2

+° sing
Donc dx converge.
1

x
+o° |sinz
2. Montrons que / ‘7| dx diverge.
1 T
sinx 1 cos(2x
Remarquons que, pour tout € R, sin?z < |sinz|. Or cos(2z) = 1 — 2sin® z, donc Vz > 1, g > o %
x x
T cos(2z 0 gin? too g
En intégrant par parties, on montre comme en 1. que / L dx converge. Donc / dx diverge (cf. prop. 4) car / —dx
1 z 1 1 T
. . . . +° | sin z| .
diverge, et enfin, par comparaison de fonctions positives, —— dx diverge. O
1 xT
. . N . +%° sin g +0° sin? z
Exercice 12. En remarquant que 1 — cos est aussi une primitive de sin, montrer que dr = 5 dx
0 z 0 T

5 Fonctions intégrables.

b b
Définition 5 Soit f € CO,(I,K). On dit que f est intégrable sur I si / f(x)dx converge absolument, c’est-a-dire si / |f(z)| dx
a a

converge.

sin(x)

Ezemple. Soit f la fonction continue sur RT* définie pour tout = > 0 par f(z) = o)
sh(z

+o0o
Vérifions qu’elle est intégrable sur RT*, c’est-a-dire que / |f(z)| dz existe.
0
™
1. Ezistence de / | f(z)| dx. Pour tout = €]0, 7], |f(x)| = f(x). Comme sin(x) ~o et sh(x) ~o limo f(x) =1 et f est prolongeable
0 r— r— T—

™ s
par continuité (& droite) en 0. Donc / |f(z)|dx = / f(z) dz existe.
0 0

+oo 1 1 2 too
2. Ezistence de / |f(z)|dxz. Pour tout z > «, |f(z)] < . Or = ~ 27" et / e~ *dx converge, donc
- sh(z) sh(x) e — e T z—4oo x
+oo 1 +o0
/ e dx converge par équivalence de fonctions positives. Finalement / | f(z)| dx converge par comparaison de fonctions positives.
. S

(z) =

. sinx
Exercice 13. x —
T

est-elle intégrable sur |0, +o00[?



Proposition 18 L’ensemble, noté L1 (I,K), des fonctions continues par morceauz sur I, a valeurs dans K, et intégrables sur I, est un
sous-espace vectoriel de CO, (I, K).

b b
Preuve. (i) £1(I,K) est non vide : la fonction nulle sur I, notée 6, est intégrable sur I car / |0(x)| dx = / O0dx = 0.
a a

(i4) Vérifions que £1(I,K) est stable par combinaison linéaire : Soit A € K. Soient f et g deux fonctions intégrables sur I. Alors Af + g est
intégrable sur I. En effet, Vo € I, |A\f(z) + g(z)| < |A||f(z)] + |g(z)| et on conclut avec la proposition 3 et le théoréme de comparaison de
fonctions positives. O

Proposition 19 Soit Eé([,K) l’ensemble des fonctions continues et intégrables sur I, a valeurs dans K.
Alors LL(I,K) est un sous-espace vectoriel de L1(I,K) et l’application Ny :

LL(I,K) — RT
b
;o [ @)l
a
est une norme sur L (1,K).

Preuve. Exercice. On utilisera la remarque 3. O

6 Suites, séries et intégrales généralisées.

Soit a € R et b € RU {400} tels que a < b.

b
Proposition 20 Soit f € C% ([a,b[,R) telle que / f(z) dx existe. Soit (by) une suite croissante de [a, b[ telle que liIIl bn =b. Alors
b a

lim ’ flx)de = /b f(x)dx.

n—-—+oo a

Preuve. Posons J = f; f(z) dz et & nouveau, pour tout X € [a, b, F(X) = f:( f(x) dz. Par hypotheése, )l(imb F(X) = J. Soit € > 0. Il existe
donc Xo € [a, b[ tel que, pour tout X € [Xo,b[, |F(X) — J| < e. Comme lirf bn, = b, il existe N € N tel que Vn > N, Xo < b, < b. Par
n— oo
conséquent, Vn > N, |F(b,) — J| < e. Donc hl’_‘I_l F(bn) = J. O
n—-1+0oo

+° |sinx
Proposition 21 [Application : une autre preuve de la divergence de / !daz (cf. prop. 17)]

0 xT
(B+1)7 | gin g T sint

1. Montrer que pour tout k € N, u dr = / dt.
km T o t+ km

B+1)7 | gin g 2
2. En déduire que pour tout k € N, / g d. —
ke x g
) "7 | sin x| 2«

3. Montrer que pour tout entier n > 2, —dx > —
- x T

v >

Conclure, en raisonnant par l’absurde, a la divergence de
x
U

Proposition 22 Soit f € C9,([a,b[,RT). On suppose Uexistence d’une suite croissante (b,) de [a,b[ telle que :

b7L
lim b, =b et 1131 f(x)dz =L € RT,

n——+oo a

b
Alors / f(x)dx converge et est égale a .
a

Preuve. D’aprés la Proposition 11, F' : z +— faX f(z) dz est croissante sur [a, b[.
Prouvons que F est majorée sur [a, b[ par £. Soit X € [a,b]. Comme (by,) est une suite croissante de limite b > X, il existe N € N tel que
X < by. Remarquons que la suite (F(by)) est croissante. Comme elle converge par hypothése vers ¢, on a F(by) < £. Or F(X) < F(byn),

b
donc F(X) < ¢. D’aprés la Proposition 11, / f(x) dx converge et est égale & ¢ d’aprés la proposition précédente. O
a

Le résultat suivant montre que I’intégrabilité d’une fonction continue positive sur R n’implique pas lial’_l f(x)=0.
xr— o0

b
Proposition 23 Il existe une fonction continue, positive et non majorée sur R telle que / f(z) dz converge.
a

Preuve. Considérons la fonction continue f définie de la fagon suivante :

1

vn € N*, f(n) =n, f("—%):f(n‘f‘ﬁ):(l
f est affine sur chaque segment [n — ﬁ, n 4+ ﬁ] et nulle sinon .
nto.3 "
On constate (faire un dessin!) que / 2 f(x) dx est la somme d’aire de triangles Z BToR La proposition 22, utilisée avec by, = n+ 27%3
0 k=1

“+ o0

+oo
et b = +oo implique alors que / f(z) dz converge et est égale a Z O
0 k=1

2k2



Rappelons maintenant le résultat de comparaison série-intégrale énoncé dans le chapitre séries sous une forme légérement différente :

Proposition 24 Soit ng € N. Soit f : [ng, +oo[— RT, continue par morceauz et décroissante sur [ng, +0oo|.
—+oo
La série Z f(n) converge si et seulement si / f(t)dt converge.

n>ng o

Preuve. Commencons par établir deux résultats élémentaires.
a. Soit k € N tel que k > ng. Comme f est décroissante sur [k,k+ 1], on a Vt € [k, k+ 1], f(k+1) < f(¢) < f(k).
k41 k+1 k41
Par conséquent, / flk+1)dt < / ft)ydt < / f(k)dt, c’est-a-dire
k k k

k+1
Fl+1) < /k eyt < f(k). (1)

x
b. Posons F(z) = / f(t)dt, x > ng. La fonction F est croissante sur [ng, +oo[ : en effet, soit (x,z’) € [ng, +oo[? tel que z < z’. D’aprés
no

’
T
la relation de Chasles, F(z') — F(z) = / f(t)dt € RT car f est une fonction positive. Donc F(z) < F(x').
x
Passons a la preuve de la proposition 24 :

n
c. Supposons tout d’abord que lir}rl F(z) = £ € RT. D’aprés (1), pour tout n > ng + 1, 0 < f(n) < / f(t)dt. Or la série de terme
xr— o0 n71

n
général / f(t)dt, n > ng + 1, converge car, d’aprés la relation de Chasles,
n—1

N n N
i t)ydt= 1 t)ydt = li F(N)=/{
im OZ;/MM m [ i O

N—+oco N—+oco
n,

donc la série Z f(n) converge par comparaison de termes généraux positifs (Proposition 1. a).
n>ng

d. Supposons maintenant que la série Z f(n) converge et montrons que F' admet une limite finie en +oco. Raisonnons par l’absurde.

n>ng
Si F' n’admet pas de limite finie en +oo, alors liril F(z) = 400 car F est croissante sur [ng,4oo[. Or, pour tout N > ng + 1,
Tr—1+00
Z fln) = Z f(n) > f(no) + F(N). Donc 11m Z f(n) = +oo car _lim F(N) = 4oco. En d’autres termes, la série
N—+oo
n=ng n=ng+1 n ng
Z f(n) diverge, ce qui contredit notre hypothése. O

n>ng

7 Théoréme de convergence dominée.

7.1 Enoncé du théoréme.
Théoréme 4 Soit (fn)nen une suite de fonctions de CO, (I,K) telle que :

a. La suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur I vers une fonction f € co m (1, )
b. [Hypothése de domination] Il existe g € CO, (I,RT), intégrable sur I, (i.e. g € l:l( ,RT)) telle que :

vn €N, Vz € I, |fo(z)| < g(2),
alors :

1. Vn € N, fn est intégrable sur I,
2. f est intégrable sur I,

3. lim /Ifn(m)d:v:/If(m)d:v

n—-+oo

La démonstration de ce théoréme est hors-programme.

7.2 Exemple d’application.

2

+oo x2 +oo
Posons, pour tout n € N*, J,, = / 14+ —)"dretJ= / e~ " dzx.
0 n 0

1. Vérifier que Vn € N*, J, converge et que J converge.

2. Prouver que llm JIn = J.
n*} oo

n
Preuve. 1. a. Soit n € N*. Posons, pour tout x € RT, f,(z) = (1 + ﬁl—z)_" Alors fn, € CO(RT,RT) et fn(z) ~ 2 Comme

z—+oo g2n

—+o0 nn +oo 1
2n > 2 > 1, / Wd:r converge. Donc par la régle de l’équivalent positif, / fn(x)dx converge et comme / fn(z)dx existe en
1 x 1 0

—+o0
tant qu’intégrale sur [0,1] d’une fonction continue sur [0,1], J, = / fn(z)dx converge.
0

1. b. Posons, pour tout x € RT, f(z) = e 7, L’application f € CO(RT,RT) et liT z2f(z) = 0. Donc J converge d’apres le critere de
xr— oo

Riemann en +0o (o =2 > 1). On aurait pu ausst utiliser f(z) < e % stz > 1.



N
2. a. Soit x € RT (fizé). Comme fn(z) = e "POT5) et que In(1 + 22 =)= % + o+oo( ), on obtient que
lim fu(@) = f(2).

n—-+oo
Autrement dit, la suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur I = Rt wers f (€ C?m)(R+,R)).
2. b. [Vérification de 1’hypothése de domination] Soient n € N* et x € RT. Avec la formule du binéme :
n 22
1+7 Z() >1+n—*1+x
k=0

Par conséquent,

Vn €N', Vo € BT, [fu(2)] = fu(@) < 775

+oo T
Posons : g(x) = xz € Rt. L’application g € CO(RT,RT) et / g(z)de = 5 converge. L’inégalité précédente montre donc que
0

1
14x27
I’hypotheése de domination est satisfaite avec g.
Le théoréme de convergence dominée permet donc d’affirmer que :
1. ¥n €N, fy, est intégrable sur RT (mais on le savait déja : J, converge),
2. f est intégrable sur RT (mais on le savait déja : J converge),

—+o0 —+oo
3. lim J,= lim fn(z)dx = / fl@)de =J.

0 0

n—-—+oo n—-+oo

7.3 Exercices utilisant le théoréme de convergence dominée.

™

Exercice 14. Calculer lim 2 sin” x dz.
n—-—+oo 0
oo o—
Exercice 15. Calculer lim —— dx.
n—+oo Jg 1+ 22

too dx

Exercice 16. Calculer lim .
n—-+oo Jo 142

too dx
Exercice 17. Calculer lim _
n—+oo Jq er 4+ x™

400 L

Exercice 18. Calculer lim _—
n—+oco Jo 1+ zn+2
+oo

Exercice 19. Calculer lim arctan(nx)efzn dz.
n——+oo 0

+oo 1,
Exercice 20. 1. Soit n € N*. Justifier I'existence de I, = / w
0 Va(n+ )

2. Calculer lim I,.

n—-+4oo
+oo o= (z+H)"
Exercice 21. 1. Soit n € N. Justifier 'existence de I,, = / ——dzx.
0 Vi

2. Calculer lim I.

n——+4oo

X ) . o . +°  cos(x)
Exercice 22. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers +o0, de : —
0 14+ n222

Indication : effectuer le changement de variable : t = nx.

. . . +oo ln(l + £)
Exercice 23. 1. Soit n € N*. Justifier ’existence de I, = / _—
o x(l+a?)
2. Calculer lim nl,.
n—-+4oo

n
Exercice 24. Calculer lim e 3% (1 + E)” dx.
n

n——+oo 0
Indication : considérer, pour n € N*, fn(x) = e™3%(1 4+ £)" siz € [0,n] et fo(x) =0 siz > n.

+oo n +oo
Exercice 25. Soit I, = / e ¥ dr,n €N* et A :/ - dt.
1 1

A
Justifier I'existence de I, et de A. Prouver que I, ~ —.
n—+oo n

17 2 4. . 2n
Exercice 26. Calculer lim R R xT.
n—+oo Jo l4+z+224-- 2"

Exercice 27. Soit (an) une suite de réels telle que Vo € R, 1ir_~r_1 elon® = 1,
n—-+0o0

+oo .
Montrer, en considérant / e~ (Itian)® g que lirf an = 0.

0 n—-—+oo

Exercice 28. Déterminer un équivalent quand n tend vers +oo, de : I, = / \/1 + x™ dx.

10



8 Intégration terme & terme de la somme d’une série de fonctions inté-
grables.

8.1 Enoncé du théoréme.

Le théoréme suivant est admis :

Théoréme 5 Soit Z upn une série de fonctions de I dans K telle que :
n>0

a. VYn €N, uy, € L1(I,K),

—+oo
b. La série de fonctions Z un converge simplement sur I et sa somme [ := Z Un € C%(I, K),
n>0 n=0

c. La série (a termes positifs) Z / |un (z)| dx converge.
n>0 I

+oo
Alors f est intégrable sur I et/f(:c) dr = Z /un(z) dz, c’est-a-dire :
I =ol1

/I(iun(w)) dl“::zo:j)/;un(a:)dz

+oo
Remarque 6 D’aprés c., la série Z un(x) dz converge car converge absolument par comparaison. En effet, on a, pour tout n € N,

n=0"1
\/Iun(x)dx| S/Ilun(a:)|d:c.

8.2 Exemple d’application.
. +° gsing =
SmentJ:/O ez_lda:etS:n;lm.

1. Montrer que J et S convergent.

. —+o00
sinx e
2. Montrer que Vx > 0, prame i 371 e sin z.

3. Montrer que J = S.

sinx

Preuve. 1. Posons, pour tout x > 0, f(z) = T L’application f est continue sur |0,+oo[ et intégrable sur |0,+o0[. En effet, J =

er —

“+oo
/ f(z) dx converge absolument car d’une part, |f| est prolongeable par continuité en 0 puisque lim+ |f(z)| = lim+ f(z) =1 et d’autre
0 x—0 x—0

1

part, lim x2\f(az)\ = 0. En outre, la série Z ——— conwverge par comparaison car, pour tout n € N*, < —, la série de

T — o0 n?+1 n?+1 n?

n>1
. 1 )
Riemann Z - étant notoirement convergente.
n>1

. sin e 1 1 L —an

2. Soit © > 0. Remarquons que =e Tsinz- . Or est la somme de la série géométrique convergente Z(e )",
e —1 1—e 7 l1—e 7

n>0
de raison e~® €]0,1[. Donc

sinx > >
flx) = =e *sinz E e " = E e "sinx
er —1
n=0 n=1

3. Considérons, pour tout n € N*, un(z) = e "*sinz, z > 0 et montrons que l’on peut appliquer le théoréme précédent avec la série de
fonctions Z uyn et I =0, 4o00[.

n>1
Vérification de a. Pour tout n € N*, u, € C%(]0,4+o00[,R). De plus, u, est intégrable sur ]0,4o0[ : en effet, on a Va > 0, |un(x)] < e~

“+o0 [e’s)
et / e "*dzx converge d’aprés le cours. Donc / |un (z)| dx converge par comparaison de fonctions positives.
0 0
—+o0
Vérification de b. D’aprés 2., la série de fonctions Z up converge simplement sur ]0,+oo[ et Vz > 0, Z un(z) = f(z).
n>1 n=1

—+oo —+oo
Vérification de c. Il s’agit de prouver que la série Z / e "?|sinx| dz converge. Remarquons tout d’abord que / e "¥|sinx| dx
n>170 0
+o0 1 +o0 1
converge par comparaison car ¥Yx > 0, e "*|sinz| < e™"* et que e ""dx = — converge. On a alors / e "lsinz|dx < —
0 n n
mais cette inégalité ne permet pas de prouver le résultat cherché. Rappelons alors que pour tout x € R, |sinz| < |z|. On a donc Yz > 0,

—+o0
e "|sinz| < ze=™*. Comme lim z2.ze™™® = lim 2% "% =0, ze” """ dx converge et une intégration par parties montre en
xr — +oo xr — 400 0

o0 1
fait que, pour tout n € N*, / ze " dr = —- L’inégalité précédente conduit a
0 n

“+o0 —+o0 1
/ e "|sinz|dx < / ze” " = —
0 0 n

11



—+o0
Donc la série E / e”"*|sinz| dx converge par comparaison & une série de Riemann convergente. Le théoréme d’intégration terme
n>1 0
a terme nous donne que f est intégrable sur ]0, +o0o[ (mais ce résultat a déja été montré ci-dessus en 1.) et que

to° sinx X ptoo
/ dx = Z/ e " sinzdx
0 e? —1 n=1"0

en intégrant deux fois par parties ou en remarquant que e~ "* sinz = Im (e<*”+i)z).

—+o0
Et il reste a vérifier que / e "sinzdr =
0

n2 +1
8.3 Exercices.
+o0 2 = 5
Exercice 29. Montrer que / d dr = Z —.
0 et —1 — n3
n=1
1 1 +o0o 1
Exercice 30. Montrer que / n dx = — Z —.
0o 1—=z — n?2
n=1
In(1 — z?)

Exercice 31. Soit f :]0,1[—> R,z +—

x2

1
1. Montrer que J = / f(x) dz converge.
0

2. Calculer J en écrivant J comme la somme d’une série convergente.

n
1
On rappelle que Z % =~v4+Inn+en, avec lim &, =0.

=1 n—-+oo
+o0 1
Exercice 32. On rappelle que pour tout = > 1, {(z) = —.
n=1 n
+oo too 1
Prouver que /2 (z) —1)dx = 2:22 o
+oo n
Exercice 33. Soit Z ¢y, une série de réels absolument convergente. Soit f : Rt —R, z— Z cnm—' -
n>0 n—o v
1. Montrer que f est continue sur RT et que f est intégrable sur R,

—+oo

2. Calculer / f(x) dx.
0

12



