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Exercice 1. Indications et réponses.
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1. b. Soit a # 1. On rappelle que, pour tout n € N, 1 +a+---+a" = T = a1

1. a. Récurrence sur n en remarquant que pour tout t € R, f(t) = f(

a"tl -1

-(14+7+---4+7

Considérons un réel xz quelconque. Posons z,, = ,n € N*. On a donc :

7n
g _17-1_= 1 1
Yo7 6T 60 6.7
, 1 1. 1 s . . L
d’ott hrf Tn = —¢- Comme g est continue en 5 n hrf g(xn) = g(fg) par la caractérisation séquentielle de la continuité.

Mais la suite (g(x,)) est constante d’aprés 1. a. car Vn € N*, g(z,) = g(z). On a donc aussi lirf g(zn) = g(z) (une suite

constante converge ... vers la constante) Donc, par unicité de la limite de la suite convergente (g(zn))nen+, g(z) = g(—3%). Et
comme cette égalité est vraie pour n’importe quel réel x, g est donc une fonction constante sur R.

2. Soit f une telle fonction. En dérivant deux fois 1’égalité, on obtient : Vo € R, f”'(7z + 1) = f”(z) (). Donc la fonction
continue f” est constante sur R d’aprés 1. b. Par conséquent il existe (a,b,c) € R® tel que Vo € R, f(z) = az® 4+ bz + ¢. Et en
remplagant dans I’égalité (x), on doit avoir, pour tout = € R :

a(Tz 4+ 1)? +b(7x + 1) 4+ ¢ = 49(az® + bz + ¢),

c’est-a-dire (14a + 7b)x + a + b+ ¢ = 49bx + 49c¢ ou encore en égalant les coefficients des monomes : a = 3b et b = 12¢.
Ainsi il existe ¢ € R tel que Yz € R, f(z) = ¢(362> + 12z + 1). Enfin on vérifie que les fonctions = — ¢(36x% + 12z + 1) sont
bien solutions (et ce sont donc d’aprés ce qui précéde les seules fonctions solutions).

Exercice 2.
1. D’apreés le cours, les solutions réelles sur [0, 1] de : 3’ +y = 0 sont les applications z +— Ce™*, C € R.
Utilisons la méthode de la variation de la constante pour déterminer toutes les solutions de Ej.

Soit y € C*([0,1],R). Posons y(x) = C(z)e™", z € [0,1]. Comme C(z) = y(z)e*, C € C*([0,1],R) et on vérifie que y est solution
de (Eq) sur [0, 1] ssi
Yz €[0,1], C'(z)e™" = g(x)

Donc y est solution de (E,) sur [0,1] ssi Ja € R, Vz € [0,1], C(z) = / e'g(t) dt + a donc ssi
0

JaeR, Vae[0,1], f(z)=e® /0 AP + F(8) dt + ae.

2. Soit f € C*([0,1],R) telle que f(0) = 0. Remarquons que f est une solution évidente de : y' +y = f' + f.
Donc, d’aprés 1. avec g = f' + f, il existe a € R tel que

Ve el0.1) fa) = e [0+ ) de+ e,

et a =0 car f(0) =0. Donc Vz € [0,1], f(x) =¢ " /Oz e(f () + f(1)) dt

3. a. E est un sous-espace vectoriel de C*([0,1],R) : E est non wvide car la fonction nulle sur [0, 1] appartient & F et E est stable
par combinaison linéaire puisque pour tous (f,g) € E? et (a,b) € R?, af +bg € E car

(af +bg)(0) = af(0) + bg(0) = 0.
Soit f € E telle que n(f) = ||f + flloc = 0. Comme || - || est une norme sur C°([0,1],R), f' 4+ f = 0 ot 6 est la fonction nulle
sur [0, 1]. Donc il existe C' € R tel que Vz € [0,1], f(z) = Ce™® et comme f(0) =0, C = 0, c’est-a-dire f = 6.

Les autres propriétés de n et de N (homogénéité, inégalité triangulaire) résultent immédiatement des propriétés de la norme

Il oo
3. b. On cherche donc & déterminer deux réels strictement positifs a et b tels que Vf € E, an(f) < N(f) < bn(f
(f

)-
(i) Comme || - || est une norme sur C°([0, 1], R), on a immédiatement par inégalité triangulaire : Vf € E, n(f) < N(f).
Donc a = 1 convient.



(#4) Soit f € E. D’aprés 2., on a, pour tout x € [0,1] :

f@)] = 7| / S0 + (1) de]

IN

e [ TP + 1) de
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<n(f)

n(fe™” /OZ et dt
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Donc

£l = max [£(2)] < (1= () (1)

z€[0,1

En remarquant pour finir que f' = (f' + f) + (—f), on obtient avec 'inégalité triangulaire et ’homogénéité de || - ||oo :

NG = W lloo + 1lloe = I+ )+ (< Dloe + e
1+ flloo + 2/I.f]loo
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Donc b =3 — % convient.

Exercice 3.

0. Rappel sur la fonction arccos. La restriction de cos a [0,7] est une application continue et strictement décroissante sur
[0, 7]. D’apreés le théoréme de la bijection, cette restriction est une bijection de [0, 7] sur cos([0, 7]) = [—1, 1], dont la bijection
réciproque est appelée arccos. Ainsi, pour tout z € [—1, 1], il existe un unique réel ¢ € [0, 7] tel que = = cost et ce réel ¢ s’appelle
arccos .

1. a. La fonction z est de classe C? sur |0, 7| car c’est la composée de deux fonctions de classe C? et :
vt €]0,7[, 2'(t) = v/ (cost) - (—sint) et 2 (t) =y (cost) - sin®t — y/(cost) - cost
1. b. y est solution de (E) sur | — 1,1[ ssi Vz €] — 1,1, (1 — 2%)y"(x) — zy/ (z) + Yy(x) = 0
et donc d’aprés 0. en effectuant le changement de variable x = cost ssi
vt €0, [, (1 — cos® t)y” (cost) — cost -y (cost) + 9y(cost) = 0

c’est-a-dire ssi
vt €]0, 7], sin®t -y (cost) — cost -y (cost) + 9y(cost) = 0
ou encore d’aprés 1. a. ssi Vt €]0, [, 2" (t) + 92(t) = 0.
2. L’équation différentielle (£) : 2 (t) + 9z(t) = 0, d’inconnue z € C?(]0,7[,R), est homogéne, du second ordre & coefficients

constants. Les deux racines complexes conjuguées de 1’équation caractéristique r* +9 = 0, associée & (&), sont —3i et 3i. D’apres
le cours, les solutions z & valeurs réelles de (£) sur |0, 7| sont les fonctions z : ¢ +— acos(3t) + bsin(3t) avec (a,b) € R?.

3. a. Soit u € R. Comme cos2u = 2cos? v — 1, sin 2u = 2sinucosu et sin®u = 1 — cos?u, on a :

cos(3u) cos(2u + u)

= cos2ucosu — sin2usinu
2 . 2
= (2cos”u—1)cosu — 2sin” ucosu
2 2
= (2cos”u—1)cosu —2(1 — cos” u) cosu

3
= 4cos"u—3cosu

De méme & partir de sin 3u = sin(2u + u) = sin 2u cos u + cos 2u sin u, on obtient : sin(3u) = 3sinu — 4sin® u.
3. b. Soit « € [—1, 1]. Par définition de arccos, cos(arccosz) = z. En outre sin(arccosz) = v/1 — z? car
sin?(arccos z) = 1 — cos®(arccos z) = 1 — o

et sin(arccos z) € [0, 1] puisque arccosz € [0, 7].
D’ot par 3. a. : cos(3arccosz) = 4a® — 3z et sin(3arccos ) = 3v1 — 22 — 4(v/1 — 22)® = (42 — 1)1 — 22.

4. Par définition de la fonction z associée & y, on a Vz €] — 1,1], y(z) = z(arccos z).

D’aprés 1. b., y est solution de (E) sur | — 1,1] ssi z est solution de (£) sur ]0, .
Finalement, d’aprés 2. et 3. b., y est solution de (E) sur | — 1,1] ssi il existe (a,b) € R? tel que

Yz €] — 1,1], y(z) = acos(3arccos z) + bsin(3arccos z) = a(4z® — 3z) + b(4z® — 1)v/1 — 22.



Remarque : L’ensemble S des solutions sur ] — 1, 1[ de I’équation homogeéne (F) est bien, conformément au résultat du cours, un
R-espace vectoriel de dimension 2 : une base de S, appelée aussi systéme fondamental de solutions de (E), est la famille (u,v)
avec Vo €] — 1,1, u(z) = 42 — 3z et v(z) = (42 — 1)1 — 22.

Exercice 4. Indications.

. . 1 1 too
1. I converge par la régle de ’équivalent positif car - ~ — et —, converge.
14 2% z2—+o00 23 1 x3

. . T 1 too
De méme J converge par la régle de ’équivalent positif car ———— ~ — et / — converge.
14 23 2—+o0 22 1 x?

) L o ) . "y 1 1
Remarque : on pouvait aussi utiliser le principe de comparaison de fonctions positives sur [1,4o0[ car Vx > 1, T+ < et
T x

T 1

1423 = 227

1 X d
2. Soit (g, X) €]0, +o00[? tel que € < X. Effectuer le changement de variable t = o dans I(e, X) = / 1—#7:”1’3 puis faire tendre
£

e vers 07 et X vers +o0.

T 14z Foo dx
i 2l =I1+J= — —dz = —_— Pr1= )(z® —z+1).
3.4i) On a +J /0 1+x3dx /0 . e T + (z+1)(z* —x+1)
Fo0 Foo
i) Le calcul de K :/ QL est classique. Tout d’abord K = é/ # car
0 2 —z+1 3 /o (ﬁx_?) +1
2 1, 3 34 1.5 3, 2 1 .2
e —ztl=(@-35) + =535 +1) 4((\/356 5+
Puis le changement de variable ¢t = %x — % conduit &
2 [t at 2 2 T T Ve
K:f/ = " flarctant]™™ = (= +-)= — = .
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=
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Exercice 5.
1. Comme f est 1-périodique et continue, f(R) = f([0,1]) = [m, M] ot m (resp. M) est le minimum (resp. le maximum ) de f sur
[0,1]. Donc f est bornée sur R. Considérons C € RT tel que V¢t € R, |f(t)] < C. Alors Vt € R, |e™ ™ f(t)| = e~ | f(t)| < Ce™™".

“+oo
Or / e~ " dt converge (= 1) car = > 0, donc I(x) converge absolument par comparaison.
0

2. Effectuer le changement de variable : u = t — k dans f:

et k € N. Puis avec la relation de Chasles :

et f(¢) dt et remarquer que f(u-+k) = f(u) car f est 1-périodique

n k+1

n—1
I(z) = lim e ' f(t)dt = lim Z/ 1
k=0"Fk

1—e=®

1 n—1 1
e "Hf(t) dt = /0 e ™ f(u)du- lim Z:(eﬂ”)’C = /0 e " f(u)du -

n—-+oo

n—-+4oo n—-+oo
0 k=0

car e~ ” €]0, 1[.
3. a. i) Montrons d’abord que :
1 1
lim e " f(u)du= / flwydu=J
z—0T 0 0
en utilisant la caractérisation séquentielle de la limite : soit (2, )nen une suite de réels strictement positifs telle que lirf T, = 0.

1

Omn a: hr—? e """ f(u)du = J par le théoréme de convergence dominée. En effet, posons : g, (u) = e~ """ f(u), u € [0, 1].
n— (e o) 0

La suite de fonctions (gn) converge simplement sur [0,1] vers f car Vu € [0,1], lir_'r_l e " f(u) = f(u) et (hypothése de
n— oo
domination)
Vn €N, Vu € [0,1], [gn(u)] = e™*""|f(u)| < [f(u)]
1
sachant que | f(u)| du existe (intégrale d’une fonction continue sur un segment).

0
1) Par conséquent, si J # 0, on a :

I -
(33) :c—:v0+ 1—e=® x::)‘*'

J J
x b)

1
car e’ —1 ~ 0. 0r lim — = +o0, doncsiJ >0, lim I(z) = lim I +ooetsiJ <0, lim I(z) = lim I —o0.
v—0 z—0t+ T z—0t z—0+ T z—0t z—0t+ T

3. b. On commence par intégrer par parties fol e " f(u)du :

/01 e " flu)du = [e” " F(u)]y + /01 e "F(u)du =z /01 e ""F(u)du



car F(0) =0 et F(l):folf(u)du:JZO.

1 1
En procédant comme dans la question précédente, on montre que lim+ e "F(u)du = / F(u)du (par caractérisation
z—07 Jo 0
séquentielle de la limite en 0" et utilisation du théoréme de convergence dominée). Sachant que 1 — e ~, % on obtient
finalement : L
z [ F(u)du 1 1
lim I(z) = lim M:/ F(u)du = —/ uf(u) du.
r—0+ r—0+ T 0 PP 0

Partie facultative.

Exercice 6.

1. Posons pour tous n € N et & €]0, 1], un () = V™). La série Z un () (& termes positifs) converge par le critére de Riemann

n>0
car

lim n’un(z) = 0.
P2 n ()

En effet, comme /n — 1 < [/n], on a: 0 < u,(z) <zV™~! (car x €]0,1[ ) et donc :

0< nQun(ﬂc) < n2gVnt (%)

ln(n2x‘/ﬁ_1) =2In(n) + (v/n—1)In(z) = \/5(211172 +(1- %) In(z)) o In(x) - v/n

. . Inn . 2 —1
car, par croissances comparées, lim —— =0. D’ou lim In(n V" ) = —oo car In(z) < 0 et par conséquent,
n—-+4oo \/ﬁ n—-—+4oo
. _ . 2_vn—1
lim n%zY"" ! = lim ™"™® ) = o*.
n—-—+oo n—-+oo

L’encadrement (*) ci-dessus permet de conclure par le théoréme des gendarmes que 'on a bien lim n*uy, (z) = 0.

n—-+4oo
N242N
2. Soit N € N*. Simplifions Sy (z) = Z v
n=0

Remarquons tout d’abord que N? + 2N = (N + 1) — 1. Donc si n € [0, N> +2N],0< v/n < N +1 et [/n] € [0, N].
De plus, pour tout p € N,

Vil =pep<Vn<pt+lep <n<(p+1)?enep’p’+2p]

Soit p € [0, N]. En regroupant les termes zV7) de Sn(x) qui sont égaux a zP (il y en a 2p + 1), on a donc :

N (p+1)%-1 N (p+1)2-1 N
ENEES Db DREICES b DIFTES S RIn]
p=0 n=p2 p=0 n=p2 p=0
Par conséquent :
= Lvn] S =
nl _ _ 1 P _ P
Z x = NEIEOO Sn(z) = NLHEOO Z(Qp + 1)z = Z(Qp + 1),
n=0 p=0 p=0
o0 1
Or Zacp =71 et, en dérivant terme a terme cette somme de série géométrique (série entiére de rayon de convergence 1),
—x
p=0
on obtient :
Foo 1
p—1 _
px =T 2
pz:; (1—2x)?
et finalement :
= = = = = 2 1 z+1
lvn] _ P p_ p—1 p_ _
PIECEEED SITTES SRR S g
n=0 p=01 p=0 p=1 p=0



