Spé PC. Lycée Rabelais. Saint-Brieuc. Durée : 4 heures.
Samedi 23 novembre 2024.
Devoir de mathématiques en temps limité n° 3.

Exercice 1. Soit (an)nen la suite réelle définie par : ap =1 et Vn € N, (n+ 1) ant1 = (n + 5)@n

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére E anz"”
n>0

2. On pose pour tout z €] — R, R, f(z) = Z anz"”
2. a. Justifier que f est de classe C' sur | — 1, 1[ et vérifier que f est 'une des solutions sur | — 1, 1[ de I’équation différentielle :
(1 -2)y'(z) - Sy(z) =0.

2. b. En déduire f(z) pour tout x €] — 1, 1].

2. c. En déduire ’expression de a, pour tout n € N.

Probléme 1.
1. Soit I,, = /2 sin®**1(t) dt avec n € N.
0

2n
1. a. Soit N*. Mont Iy, = ——I,_1.
a. Dot n € ontrer que o +1n1

Indication : intégrer par parties I, en utilisant : sin®™ () = sin®"(t). sin(t).

24...(2
1. b. En déduire que pour tout n € N* I, = W%(li)l)

2. Déterminer le DSE(0) de la fonction arcsin sur | — 1, 1].

Indication : considérer la dérivée de la fonction arcsin.
“+oo
On pose : Vx €] — 1, 1], arcsinz = Z asme12°" T, On remarquera que azni1 est positif.
n=0
N
3. a. Soit z € [0, 1[. Prouver que VN € N, Z a1z <
n=0

T
5
+oo T
3. b. En déduire que la série §a2n+1 converge et que Z;)azn+1 < 3
n> n=

3. c. On note, pour tous n € Net € R, un(z) = aonp1z?n L

Prouver que la série de fonctions E un converge normalement sur [0, 1].
n>0

3. d. En déduire que la somme de la série de fonctions Z Uy, est continue sur [0, 1].

n>0
—+oo
3. e. Déduire de ce qui précéde que Z A2n+1 = g
n=0
—+oo
4. a. Soit t € [0, §]. Calculer Z azn+1sin”" e,
n=0

4. b. On note, pour tous n € N et t € R, v,,(t) = agn41sin>" ' L.

Prouver que la série de fonctions E vn, converge normalement sur [0, 3].

n>0
™= 1 w2
4. c. Déduire de 4. b. et 1. b. que g W =3
2NH1
4. d. Soit N € N*. Vérifier que nz:l Z 2p+ e 4 Z
Déduire de 4. c. que Z % = %2

n=1



Exercice 2. Soit (F) l’équation différentielle : z(1 — z)y" (x) + (1 — 3z)y'(z) — y(z) = 0.
1. Solutions DSE(0) de (E).

“+oo
Soit y(z) = Z anx”, x €] — R, R[, ou Z anx” est une série entiére a coefficients réels, de rayon de convergence R €]0, +00].
n=0 n>0

On note T I'intervalle ouvert | — R, R[. Justifier que y est de classe C? sur I et que y est solution de (E) sur I si et seulement si :

Yn €N, ant1 = an.

ao

En déduire la valeur de R et montrer que pour tout z €] — 1,1[, y(z) = T .
—x

2. Résolution de (E) sur]0,1][.

D’aprés 1. yo : z — 1 est une solution de ’équation différentielle (homogene) (E) sur ]0, 1].

Déterminer toutes les solutions de (E) sur ]0, 1] en posant : y(x) = z(x) (Méthode de Lagrange).

1—=x

Probléme 2. Soit || - || une norme quelconque sur R?. Soit f une application de R dans R
On dit que f est une isométrie de R dans (R?, || - ||) si et seulement si :

V(t,t') € R |IfF(t) — F(E) = |t -t

1. Soient || - || une norme quelconque sur R? et f une isométrie de R dans (R?,]| - |).
Montrer que f est une application continue de R dans (R?, || - ||).
2. Un ezemple. Dans cette question, R? est muni de la norme infinie || - ||oo. On rappelle que :

V(@,y) € R?, [[(2,y)]lee = max(|z], [y]).

Soit f : R — R?, ¢~ (L,sint). Vérifier que f est une isométrie de R dans (R?, || - ||c0)-
3. Dans cette question, R? est muni de la norme euclidienne | - ||, associée au produit scalaire usuel de R?, noté (, ).
On rappelle que :
V(z,y) € R, ()3 = ((z,9), (z,9)) = 2* +¢°.
Soit f une isométrie de R dans (R?, || - ||2) telle que f(0) = (0,0).
3. a. Vérifier que Yz € R, || f(x)], = |z|.
3. b. Soit (¢,t') € R?. Développer ||f(t) — f(#)||2. En déduire que (f(t), f(t')) = tt".
3. c. Soit (t,t') € R?. Développer || f(t+t') — f(t) — f(#)||2. Déduire de 3. b. que f(t +t') = f(t) + f(t).

3. d. Démontrer que VY(n,t) € N x R, f(nt) =nf(t), Vg € N*, f(é) = éf(l) et V(p,q) € N x N*, f(%) = gf(l)

¢]

3. e. Prouver que V¢t € R, f(t) =tf(1).
Indication : On rappelle que tout réel est la limite d’une suite d’éléments de Q.
4. a. Déterminer toutes les isométries f de R dans (R?, || - ||2) telles que f(0) = (0,0).

4. b. Déterminer toutes les isométries de R dans (R?, || - ||2).

+oco —at _ _—bt
Exercice3. 1. Soit (a,b) €]0, +o0o[? tel que a < b. Prouver l'existence de I(a,b) = / % dt.
0

2. Soit (g, X) €]0,+0c0[? tel que € < X.

X _—at _ _—bt be —u bX _—u
2. a. Vérifier que / € "° a= / ¢ du-— / ¢
€ a a

t e U x u

be —u
2. b. Prouver que Vu >0, 1 —u < e~ * < 1. En déduire lim ¢

e—0t Jue U

bX _—u
. . . . b
2. c. Préciser lim du et déduire de ce qui précéde que I(a,b) = In(—).
X —+o0 aX u a
1
-1
3. Application. Soit J = / wl dx. Prouver que J existe et déduire de ce qui précéde la valeur de J.
o Inz



Probléme 3.

—+oo
e On note E ’ensemble des fonctions continues f de RT dans R telles que I’intégrale généralisée / f (35)2 dx converge.
0

1. Ezemples.
1
1. a. Soit @ € R. On note f, la fonction continue de R* dans R définie par : Vo € RT, f.(z) = Arae
x a
Déterminer les réels a pour lesquels f, € E.
1. b. Soit a € R. On note g, la fonction continue de R* dans R définie par : Vo € R, g.(z) = e*®.
Déterminer les réels a pour lesquels g, € E.
. . . + PP 4 In(z +1)
1. c. Soit a € R. On note h, la fonction continue de R™ dans R définie par : Vo € R™, ho(z) = (T
x a

Déterminer les réels a pour lesquels h, € E.

2. Quelques propriétés de E.

+oo
2. a. Soit (f,g) € E?. Prouver que fg est intégrable sur RT, c’est-a-dire que l'intégrale / f(z)g(x) dz converge absolument.
0

“+oo
2. b. Soit f € E telle que / f(:c)2 dz = 0. Prouver que f est la fonction nulle sur RT.
0

2. c. Soient (f,g) € E? et (o, B) € R2. Prouver que af + g € E.

3. Etude d’une application T de E dans R.

+o0o
e On admet qu’on définit un produit scalaire sur E, noté (, ), en posant : V(f,g) € E*, (f,g) = / f(z)g(x) dz,
0

+oo 1
et on note || - || la norme sur E associée a ce produit scalaire : Vf € E, ||f]| = (/ f(x)? dx)?.
0
. . . oo u(x)
3. a. Soit u € E. Justifier que l'intégrale / Tr dx converge absolument.
0 x

—+oo
e On note T Dapplication de E dans R définie par : Yu € E, T(u) = / ff) dx.
0 x

3. b. Vérifier que T est une forme linéaire sur E.
3. c. Prouver que T est une application 1-lipschitzienne de (E, || - ||) dans (R, |]).
3. d. Existe-t-il une constante k €]0, 1] tel que 7" soit une application k-lipschitzienne de (E, || - ||) dans R?



