Spé PC. Corrigé du devoir de mathématiques en temps limité n° 3 (23.11.2024).

Exercice 1.
1. La suite (an) est une suite de réels strictement positifs (récurrence immédiate).
Posons un (z) = apz™, € R. Pour tout = # 0, pour tout n € N, u,(z) # 0 et

1
Iu"+1(x)| — an+1| | — n+§‘x| ~ |33‘
|un ()] an n+1" notoo

D’aprés le critére de D’Alembert, si |z| < 1, la série Z un(x) converge absolument (donc converge) et si |z] > 1, lim |un(z)| = +oo ce
= n—-+oo
qui implique que uy (z) 4 0 et donc que la série Z uy, (z) diverge grossiérement. Donc R = 1 par propriété du rayon de convergence.
n>1

2. a. D’aprés le cours sur les séries entiéres, la somme d’une série entiére de la variable réelle x, de rayon R > 0, est une fonction de classe
C> sur | — R, R| et se dérive (indéfiniment) terme & terme sur | — R, R[. Donc f est de classe C! sur ] — 1,1[ et pour tout = €] — 1,1[ :

+oo +oo +oo 1 +o0 1'+® 1
fl(x) = Z napz™ "1 = Z(n + Danti12™ = Z(n + i)anx" = Z nanpx™ + 5 Z anz" = xf'(z) + §f(1’)
n=1 n=0 n=0 n=0

n=01
Donc f est 'une des solutions sur | — 1,1[ de (E) : (1 — z2)y’(z) — %y(m) =0.
2. b. On vérifie que les solutions de I’équation homogéne (F) sur | — 1, 1] sont les fonctions : z — \/% avec C' € R.
1 1
C 0) = ag = 1, donc finalement : Vz €] — 1,1, - —(1—2)"3.
omme f(0) = ag on a donc finalement : Vz €] [, f(z) i (1-2)
—+o0
-1)...(a=—(n—-1
2. c. On rappelle que Vt €] — 1,1[, (1+ )% =1+ Z ala—1) (|a (n=1)) t" ().
= n!
En utilisant (%) avec o = —% et t = —x, on obtient :
+o0o _l(_é) (_2n—1)
_ 2 2/ 2 _1\n..n
@ = 1+ - (-1
n=1
—+oo
1-3...2n—1
= 1y B3 Crol) 6

2nn/!

3
Il
-

Par unicité du DSE(0) d’une fonction développable en série entiére au voisinage de 0, on en déduit donc que :

1:3---(2n—1)

"
Vn € N ap = ]
Probléme 1.
1. a. et 1. b. Soit n € N*. Intégrons par parties l'intégrale I, :
I, = /2 sin?™ ¢ sint dt = [sin®" t.(— cost)]? —/2 2nsin?" "1 ¢. cost.(— cost) dt
0 0
= 277,/2 sin2" =1 ¢.(1 — sin® ) dt = Qn(/2 sin2"~1¢dt — /2 sin2"+1 ¢ dt)
0 0 0
= 2n(ln 1 — In).
2n 3. B3 . .
Donc I, = ———1I,,_1. Comme I :/ sintdt = [—cost]§ =1, on obtient successivement :
2n+ 1 0
2 2 4 4 2 6 6 4 2
Lh="lo=2h=-lh=- 2 I3=-l=o - =%
TR T T T P T P T 53
24...(2n)
et plus généralement, I, = ——————.
pus & "T35.. .t
—+o0
—1)...(a—(n-1
2. i) On rappelle que Vu €] — 1,1[, (1 +uw)* =1+ Z ala—1) (:1 (n=1) u”.
n=1 n
i) Soit t €] — 1,1[. On a : arcsin’(t) = 1 (1 t2)7%
o ' VI—12 '
Comme —t2 €] — 1,0], en utilisant i) avec u = —t2 et o = —%, on obtient que :
+oo 1. 1 1
—5(-5—-1)...(—5—(n—1
arcsin’(t) = 1+ Z 2( 2 ). 2 ( ) ( t2)"
n!
n=1
+o0 7l(7§) (7277,71)
_ 2\72)- 2 ny2n
= 1+ - (—1)"t
n=1
—+oo
B 1-3...2n—1) o,
= 1+ Zl — ot (2)
n—



Soit €] —1,1[. D’aprés le cours sur les séries entiéres, la fonction somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0 s’intégre terme
a terme sur tout segment [a,b] C] — R, R].

La série entiére de la variable ¢ de I’égalité (2), dont la somme est arcsin’ sur | — 1, 1], a un rayon de convergence égal a 1 (ce dernier résultat
pouvant étre facilement étre vérifié a ’aide du critére de D’Alembert).

On peut ainsi 'intégrer terme & terme sur [0,z] si € [0,1] (ou sur [z,0] si « €] — 1,0]). Par conséquent, en utilisant 1’égalité (2), on
obtient :

@ ® X113 (2n—-1
arcsinx = arcsinz — arcsin0 = arcsin’(t) dt = (1+ Z 1:3..2n-1) 2" dt
0 0 2nn!

1-3...2n-1) 5
1dt <™ dt
[rras z ot [

1.3...(2n — 1) z?7+1
B I e
— 2nn! 2n+1
N 13...(2n—1)
3. a. Posons a1 =1 et pour tout n € N*, a2;,41 = ————————. Remarquons que pour tout n € N, on a azp4+1 > 0.
27n!(2n + 1)
Soit x € [0,1]. D’aprés 2. la série a termes positifs E a2n+112”+1 converge et a pour somme arcsin x.
n>0
N +oo N - -
Soit N € N. On a donc : Z a2n+1$2"+1 < Z a2n+1:c2"+1 d’ott Z a2n+1:732”+1 < — car arcsinz < —.
2 2
n=0 n=0 n=0
=arcsin z
al m
3. b. Soit N € N. Faisons tendre z vers 1~ dans l'inégalité Z a2n+1x2"+1 < — obtenue en 3. a. pour z € [0,1[. Comme on a
n=0 2
N N T o7

lim Z asn +1x2"+1 Z a2n+1 (limite d’'une somme de N + 1 fonctions continues en 1) et lim — = 35 I) ce passage a la limite donne

r—1— n—0 n—0 z—1—
N
directement : Z agn+1 < 5
n=0
N T
Posons Sy = Z azn+1. La suite (Sy)nen est croissante car Syy1 — Sy = aan+3 et aany3 € R*. Comme elle est majorée par 3 elle
n=0
converge. En d’autres termes, on vient de prouver que la série Z a2p+1 converge.
n>0

En outre, la somme de cette série, c’est-a-dire la limite de la suite croissante (Sn), est inférieure ou égale a n’importe quel majorant de la
T
suite (Sn). Donc la somme de cette série est inférieure ou égale a 3

N

T
Remarque. Cette derniére majoration s’obtient aussi en faisant tendre N vers +o0o dans I'inégalité Z a2n4+1 < — vérifiée pour tout N € N.
n=0 2
3. c. La série de fonctions Z up converge normalement sur [0, 1] car
n>0
Vn € N, Vz € [0,1], |un(z)| = un(z) < azn4+1
et la série Z a2n+1 converge (cf. 3. b.).
n>0
—+oo
3. d. La somme Z up est continue sur [0,1] d’aprés le théoréme de continuité du chapitre série de fonctions (CVU et continuité) car
n=0
toutes les fonctions u, sont continues sur [0, 1] (ce sont des fonctions monémes) et la série de fonctions Z up converge normalement (donc
n>0
uniformément) sur [0,1] (cf. 3. c.).
—+o00o
3. e. D’aprés 3. d., 'application z — Z up(x) est continue sur [0, 1]. Elle est donc, en particulier, continue (& gauche) en 1 ce qui signifie
n=0
“+ o0 “+ oo “+ o0 “+ oo
que zligl* Z un(z) = Z un (1) = Z a2n+1. Mais, d’aprés 2., on a, pour tout z € [0, 1], Z un () = arcsin(z).
n=0 n=0 n=0 n=0
Donc, comme arcsin est continue (& gauche en 1), on a aussi :
+oo -
lim Z unp(z) = lim arcsin(z) = arcsin(1) = —.
r—1" —0 z—1— 2
ps T
D’ou Z aon41 = rh
n=0
T =
4. a. Pour tout ¢ € [0, —[, sint € [0,1] et avec 2. b. Z a2n+1sin®" 1t = arcsin(sin t) = ¢.
2 n=0
+oo +oo
Pourtff aont1sin??tle = as 177da rés 3. e. Donc Vt € [0 aon41sin?? Tl = ¢
2 nz() n+ nZO n+ P [0, ] nZO n+



4. b. La série de fonctions E v, converge normalement sur [0, 5] car
n>0

Vn €N, vt € [0, g], [on (t)] = vn (t) < azns1

et la série Z azn+1 converge (cf. 3. b.).
n>0

4. c. Comme la série de fonctions continues E v, converge normalement (donc uniformémént) sur [0, 5] (cf. 4. b.), sa somme s’intégre
n>0
terme & terme sur [0, g} d’aprés le théoréme d’intégration terme & terme du chapitre séries de fonctions. Ainsi :

£ I = ) =
/ tdt = / > agppasin® T e dt =" agpia / sin®" T tdt = " asny1ln.
0 0 p=g~———""" n=0 0 n=0
vy (1)

Par conséquent, en utilisant 1. b. on obtient, aprés simplifications, que :

2 too
s 13...2n—-1 24...(2n
N B NCIE S (2n)
8 = 2"nl(2n+1) 35...(2n+1)
B 1+i° 1.3...(2n—1) 2.4...(2n)
=24, (2n)(2n+1) 35...02n—1)(2n+1)
- Y
- 2
= @n+1)
2N+41
4. d. Soit N € N. La somme Z — beut s’écrire comme une somme de deux sommes, & savoir la somme des inverses des carrés des
n
n=1
entiers pairs de 'ensemble {1,2,---,(2N + 1)} et la somme des inverses des carrés des entiers impairs de ’ensemble {1,2,---, (2N + 1)} :
2 2 2
- n = @p)? = 2p 1)
N N
1 1 1
SE LTy
2 2
4 = ptl)
Il ne reste plus qu’a faire tendre N vers +oco dans ’égalité précédente, ce qui donne :
“+ oo “+ oo 2 +oo 2
1 1 1 ™ 1 1 s
2Tl ety ity
=1 p=1 p n=1
=1 w2 = w2
ou encore — Z — = — et finalement Z — = — | Remarque : cette somme de série (de Riemann d’exposant 2) est notée ((2).
43 2 8 n=1 n? 6
Exercice 3.
1. Par propriété de la somme d’une série entiére, y est indéfiniment dérivable terme & terme sur I =] — R, R[. Donc y € C2(I,R) avec :
—+oo —+oo
vz el y(z)= Z nanz™ 1, y'(x) = Z n(n — 1anz™ 2.
n=1 n=2
Donc y est solution de (E) sur [ ssi :
+o0 +oo +oo +o0o 400
Ve €1, Z n(n — 1)anxn_1 - Z n(n — 1)anz™ + Z nanz™ ' — 3 Z napx” — 2 Z anxz” =0
n=21 n=20 n=1 n=Y0 n=0
ssi :
—+oo —+oo
Ve e 1, Z [n(n —1) +n]apz""! — Z [n(n—1)+3n+2]anz™ =0
=n2 =(n+1)2
ou encore ssi, aprés changement d’indice dans la premiére somme ci-dessus,
—+oo +oo
Ve eI, Z(n +1)2ant12" — Z(n +1)2ap,2" =0
n=0 n=0
c’est-a-dire ssi
—+oo
Ve el, Z(n + 1)%(ant1 — an)z™ = 0.
n=0

Donc, par unicité du DSE(0) sur | — R, R[ de la fonction nulle, y est solution de (E) sur I ssi

vn €N, (n+ 1)2(an+1 —an) =0,



c’est-a-dire Vn € N, an4+1 = an ou encore Vn € N, ay, = ap.

La série entiére (géométrique) Z " a pour rayon de convergence R = 1 et le raisonnement par équivalences précédent permet de conclure
n>0

que (E) admet des solutions DSE(0) sur | — 1, 1], & savoir les fonctions y définies sur | — 1, 1] par :

+o0 a
y(z) = ao Z " =
n=0

0
ag € R.
1—z’

2. La fonction yo :  +— il est une solution sur |0, 1[ de I’équation homogéne (E), ne s’annulant pas sur |0, +oo[ d’aprés 1. Utilisons la

méthode de Lagrange avec yo afin de déterminer toutes les solutions y de (E) sur J =|0, 1[, en posant donc, pour tout = € J :

y(@) = yo(x)2(z) = 2(x) - i

Alors z est de classe C2 sur J (car z(z) = y(x)(z — 1)) avec :

1 " o 1 / 1 1
Q-2 Y (x) = 2" (2) - 1—. % (m)'m+2z(z)m

1
V(@)= @) 4 2()
-z
et, aprés simplifications, y est solution de (E) sur J ssi pour tout z € J : zz”(z) + 2/(z) = 0, c’est-a-dire ssi Ja € R tel que Vz € J,
2 (z) = 2 ou encore ssi J(a,b) € R? tel que Vz € J, z(z) = aln(z) + b.
T
In(z) 1

b .
1—1‘+ 11—z

En conclusion, y est solution de (E) sur J =0, 1] ssi 3(a,b) € R%2 € R tel que Vx € J, y(z) = a

Probléme 2.

1. f est continue sur R car f est une application 1-lipschitzienne de (R, | -|) dans (R2, || - ||)-

2. Soit (¢,¢') € R2. Rappelons que ’ [sint —sint’| < [t — ¢'| (%) ‘ : supposons ¢ < t'. D’apreés le théoréme des accroissements finis appliqué

avec sin € C' (R, R), il existe "/ €]t,t'[ tel que sint —sint’ = (t — ') cost”. D’oul |sint — sint’| = |cost”’||[t — /| < |t — t/|. D’aprés (*), on a
alors :

1F®) = FE)loo = |I(t,sint) — (', sint’)||oo = ||(t — t/,sint — sint’)||co = max(|t — t'|,|sint —sint’|) = [t — /.
Donc f est une isométrie de (R, |- |) dans (R2, | - ||oo)-
3. a. Soit x € R. Comme f est une isométrie de (R, | -|) dans (R2,|| - ||2) et f(0) = (0,0), on a :
If @)z = If(z) = (0,0)ll2 = lf(z) = f(O)ll2 = |z — O] = |=].
3. b. Soit (t,#/) € R On a: [|£(t) — F(#)I2 = [ FBI2 + | F()]12 — 2(£(2), F(#). Donc d’apres 3. a
() = FANNE = 2+t = 2(f(2), f(t))

Comme f est une isométrie de (R, | - |) dans (R2, || -||2) on a aussi :

1£) = FEVI2 = 1t —#[2 = (¢ — )2 = 2 + 42 — 24t
En comparant les deux expressions de || f(t) — f(¢')||2 obtenues ci-dessus, on obtient (f(t), f(t')) = tt'.
3. c. Soit (¢,t') € R2. On a, en développant et en utilisant 3. a et 3. b :

£+ = () = £ IFE+EE +UFOIZ + 1L — 20+, £(1) = 2(f (¢t + 1), F()) + 20 (1), ()

(E+t)2+ 2+ t2 -2t +t' )t —2(t + ')t/ + 2t/
24t ot 2 +t2 — 262 — 2t — 21t — 262 + 2t =0

Donc, comme || - ||, est une norme, f(t+t') — f(t) — f(t') = (0,0), c’est-a-dire ’ fE+t)y=fr@)+ f(t)

3. d. (%) Soit t € R quelconque. On montre par récurrence sur n en utilisant 3. c. que Vn € N, f(nt) = nf(¢).
(i) Soit ¢ € N*. D’aprés (i) avecn =q et t = %, f(1) = f(q- %) = qf(%) d’oul f(%) = %f(l)

(4i2) Soit (p,¢) € N x N*. D’aprés (3) et (i7), on a : f(g) =f(p- %) :pf(%) = %f(l).

3. e. Remarquons tout d’abord que, d’aprés 3. ¢, Vt € R, f(—t) + f(¢t) = f(0) = (0,0), c’est-a-dire que :
vVt ER, f(—t) = f(t) (x)
On a montré en 3. d que Vr € QF, f(r) = rf(1). D’aprés (*x), on a donc plus précisement

VreQ, f(r) =rf(1) (x*)

carsir € Q7, —r € QT et f(r) = f(—(-7)) = —f(=7) = —(=7)f(1) = rf(1). Considérons maintenant = € R. Il existe une suite ()
d’éléments de Q telle que x = liT rn. Comme f est continue en z, on a alors en utilisant (x * %) :
n— o0

J@) = dm fr) = Tm e f(1) = 2/(1),
4. a. Soit f une isométrie de (R,|-|) dans (R2,]| - ||2) telle que £(0) = (0,0). On a || f(1)||, = |1| = 1. D’aprés 3. e. il existe donc (a,b) € R?
avec a? + b2 = 1, tel que pour tout = € R, f(z) = x(a,b) = (ax,bz) (en posant f(1) = (a,b)). On peut aussi conclure de la fagon suivante :
il existe 6 € R tel que pour tout = € R, f(z) = (cos(0) z,sin(0) z) (en posant f(1) = (cos(0),sin(0)).

4. b. Soit f une isométrie de (R, |- |) dans (R2, || - ||2). L’application g définie par : g(x) = f(x) — f(0), = € R, est une isométrie de (R, |- |)
dans (R?,]| - ||2) (vérification facile) telle que g(0) = (0,0). Donc d’aprés 4. a. il existe § € R et v € R? (v = f(0)) tels que pour tout = € R,
f(x) = (cos(0) x,sin(f) x) + v.



Exercice 4.

—at __ efbt

e
1. Posons pour tout ¢ €]0, +00], fq,(t) = . La fonction f, ; est continue et strictement positive sur |0, +ool.

1
i) Ezistence de I1(a,b) = / fa,p(t)dt. Comme e =1 +u + op(u), e~ — e = (b— a)t + 0o(2), et
0

fap(t) = (b—a)+e®)

avec tlin% e(t) = 0. Donc lim+ fa,u(t) =b—a et I1(a,b) existe car f, ; est prolongeable par continuité en 0 en posant f, ;(0) = b — a.
- t—0
400
ii) Existence de I2(a,b) = / fa,p(t) dt. I2(a,b) converge par le critére de Riemann en +oo car, par croissances comparées,
1

lim (te™ —te %) = 0.
t——+o0

liToo t2fa,b(t) =

t—

Donc I(a,b) existe.

X efat _ e*bt X efat X e*bt
2. a. Tout d’abord par linéarité de 'intégrale : / EE— dt = / n dt — / n dt. En effectuant le changement de variable
£ € €

X 67at X efat aX e~ U
= at dans / ; dt, on obtient / ; dt = / —— du. De méme en effectuant le changement de variable v = bt dans
£ £ a

U
e u
X efbt X efbt bX e~ U
/ dt, on obtient / dt = / —— du. Donc
£ €

t t

puis, en utilisant la relation de Chasles :

X ,—bt be ,—u aX ,—u aX —u bX —u be ,—u bX —u
/ ° dt:(/ ¢ du+ e—du)f(/ e—dqu/ e—du):/ e—duf/ ¢ du
€ t ac U be u be u aX U as U aX U

2. b. i) Tout d’abord, pour tout u > 0, —u < 0 et par croissance de ’exponentielle, e™* < €% = 1. Posons d(u) = e™* — (1 — u) : d est
dérivable sur R, avec pour tout u > 0 d’(u) = 1—e~* > 0. Donc d est croissante sur R*. En particulier pour tout v € RT, d(u) > d(0) = 0,
c’est-a-dire e™% > 1 — u.

1 v 1
#i) D’aprés 1) pour tout u >0, — — 1 < ¢ < — et comme 0 < ac < be, on a, par propriété de 'intégrale :
u U u
be be ,—u be
1 d
[G-naus [ s [
ac U ac U ae U
c’est-a-dire
b be g—u b
() = (b—a)e < / € du<in()
a ae U a
be g—u b b b b
et par le théoréme des gendarmes lim —du=1In(=) car lim In(—)—(b—a)e = lim In(—)=In(-).
e—0t Jae u a e—0t a e—0t a a

2. c. Pour tout u € [aX,bX], e ?X <e % < e X Comme 0 < aX < bX, on a, par propriété de Pintégrale :
bX _—bX bX _—u bX _—aX
e e e
/ du < / —du < / du,
aX u aX u aX u

bX —u
e bX ln(é) < / $ du <e X ln(é)
a

c’est-a-dire

aX U a
bX o—u b b
et par le théoréme des gendarmes _ lim ——du=0car lim e *¥In(=)= lim e ¥ In(=)=0.
X—+oo Jox U X —+o0 a X —+o0 a
En conclusion d’aprés ce qui précéde :
X ,—at —bt be ,—u bX —u
e —e e e
I(a,b) = lim —dt = lim ( — du — / — du)
e—0t, X —4o00 Je t e—0t, X—+o00 Jage U aX U
be ,—u bX —u
e e b b
= lim —du— _lim —du=1In(—-) —0=In(-).
e—0t Jae u X—+oo Jox u a a

-1
3. i) Existence de J. Posons pour tout z €]0,1[, g(z) = 117 On constate que g, continue sur 0, 1], & valeurs dans |0, +o0[, est prolongeable
T

1
par continuité en 0 en posant g(0) = 0 car lim+ g(z) = 1im+ i 07" et prolongeable par continuité en 1 en posant g(1) = 1 car
z—0 z—0 nr
Inz ~ x —1. Donc J existe.
r—
ii) Calcul de J. Soit (g, X) €]0,1[2 tel que ¢ < X. Effectuons le changement de variable z = e~t, c’est-a-dire t = —Inz dans J(e, X) =
X —1 —1lne _—t _ _—2t
/ z dz. On obtient : J(g,X) = / € 7€ dtet finalement d’aprés 2. c. :
. Inzx —InX t
00 o=t _ =2t
J= lim  J(eX) =/ € TC  dt=1(1,2)=In2.
e—0t, X—1— 0 t



