Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Intégration sur un intervalle quelconque

Intégrale & paramétre.

—+oo
Probléme 1. Soit f(z) = / arctan(tz) dt, v € R.

0 t(1+12)
1. Vérifier que Dy = R et que f est impaire.

N

. Prouver que f est de classe C' sur R et préciser f'(x), = € R.
. Calcul de Uintégrale f’(z).
. a. Soit z € R\ {—1,1}. Déterminer les réels a(x) et b(z) tels que pour tout ¢t € R,
1 _ a(x) b(x)
(T+2)(1+22t2)  14+2 1+ 222
3. b. En déduire la valeur de f’(z) et de f(x) pour tout réel .

“+ oo 2
. Soit I = / (arctan )
(0]

w w

'y

$2
. a. Justifier la convergence de I.

>

. b. Calculer I. Indication : intégrer par parties et utiliser 3. b.
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Probléme 2. [Calcul de / %d‘r]
0 x
too 1 — cost
1. Montrer que I = / B dt existe.
0

2. Montrer que I’on définit une fonction f continue sur RT en posant :
+o° 1 —cost
— e

—xt
) dt.

Vo € RT, =
v e f(w)/o

3. Prouver que f est de classe C2 sur |0, +-o0[ et calculer f(z) si z > 0.

4. Montrer avec le théoréme des gendarmes que lim f(z) =0et lim f'(x)=0.
x—+00 T—+00

5. En déduire f(z) si > 0 et la valeur de I.

+00 ¢4
6. En déduire que / s dr = E.
0 x 2
. . arctan(tz)
Solution du probléme 1 : Posons, pour tout (z,t) € Rx]0, 400, k(z,t) = W

1
1. ¢) On rappelle que arctany ~o Y On en déduit que 'intégrale généralisée / k(z,t)dt converge en 0 car ¢t — k(z,t) est prolongable
y— 0

par continuité en 0 en posant : k(z,0) = lim+ k(z,t) = .
t—0

+ oo jus
1) lintégrale généralisée / k(z,t) dt converge par comparaison (positive) en +oo car pour tout ¢ > 1, 0 < k(z,t) < 2 5 et
L 14¢
1 intégrabl 0 dintégrale égale a =
t— 31 e est intégrable sur ]0, +oo[, d’intégrale égale a 7.

400 “+ oo
De plus, f est impaire car arctan est impaire : Vo € R, f(—z) = / k(—z,t)dt = 7/ k(z,t)dt = —f(z).
0 0
Remarque : f(0) = 0.
2. Vérifions les hypothéses du théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre afin de prouver que f est de classe C! sur R.

arctan(tz)

Posons, pour tout (x,t) € Rx]0, 40|, k(z,t) = {1 12)

. La fonction k est partiellement dérivable par rapport a x :

ok 1
V(z,t) € Rx]0, +o0f, a(%t) S Ar20)0+a)

Les hypothéses a, b et ¢ suivantes sont clairement vérifiées avec A = R et I =]0, +oo] :

a. Vo € A, k(z,) : [ - R, t — k(x,t) est continue (a fortiori par morceaux) et intégrable sur I =]0, +oo[ d’aprés 1.,

k k
b. Vt € I, a—(-,t) cA—R, z— 8—(z,t) est continue sur A,
oz oz

k ok
c.VeeA —(z,-): I >R, t— 8—(x, t) est continue (a fortiori par morceaux) sur I.
x

oz

ok
Enfin 'hypothése d. de «domination globale sur 8—» est satisfaite car :
x

1

TTe (indépendant de x)

ok
V(I,t) € RX]Or +OO[, ‘%(x’ t)l

3

1
sachant que t — TTe est intégrable sur ]0, +oo[, d’intégrale égale a Z..

En conclusion, f est de classe C! sur R avec, pour tout = € R,

Lo [T 0k e dt
“w)*/o %“’“d“/o T a2)11e)
1



1 x2

3. a. On obtient : a(z) = —— et b(z) = ——.
(@) = 75 et blz) .2
3. b. Supposons d’abord x strictement positif, différent de 1, et utilisons la décomposition obtenue en 3. a. pour calculer f’(z) :
7(@) A
) = — =
17£E2 0 1+t2 0 1+I2t2
1 1
= m(g — z[arctan(zt) gw) =1 .2 (g - xTETm[arctan(xt)]g)
1 (7r 7r) >0
= — —x—) carx
1—22"2 2
o1
21+
1 T T 1 T
Et comme f’ est continue sur RT d’aprés 2., f/(0) = li () = lim — —— =2 et f/(1) = lLim — =—.
mume f est continue sur pres 2, f(0) = lim fi(@) = lim o7 =g et f)=lm 57 =1
Par conséquent :
T 1
Vo e RT, f/(z) = =
Fi@ 214z

D’ou l'existence d’une constante réelle C telle que pour tout € RT, f(x) = 5 In(1 +z) + C. Or f(0) =0, donc C =0 et
Vo€ RY, f() = JIn(l+ o).

Enfin, f étant impaire sur R, si x <0, —z >0, et f(z) = —f(—z) = =5 In(1 — ).

(arctant)?

2 pour tout ¢ > 0 : u est continue sur ]0, +-00].

4. a. Posons u(t) =

1
7) On rappelle que arctant o t. Alors / u(t) dt converge en 0 car u est prolongable par continuité (a droite) en 0 en posant : u(0) = 1,
0

—

72

+oo 4 L
i) / u(t) dt converge par comparaison (positive) en +oo car pour tout ¢t > 1, 0 < u(t) < t% et t — 2 est intégrable sur [1, +ool.
1
b 2
tant
4. b. Intégrons par parties I(a,b) = / % dtavec0<a<b:
a
1 b arctant
I(a,b) =[—— arctant2b+2/ —— dt.
(0.0) = [~ aretan )2, + 2 [ L
1 1 21
Or —(arctant)? ~ tet —(arctant)? ~ T 2 dou:
t t—0 t t—+oo 4 t
+o° arctant
I=  lim 1(a,b):2/ arctant o of(1) = rln2
a—0T1,b—+oc0 0 t(l +t2)

d’apreés 3. b.

Indications pour le probléme 2.

1 —cost
t2

2. Posons pour tout (z,t) € RT x Rt*, h(z,t) = ¢(t) e .

“+oo
Remarquer que V(z,t) € [0, +00[X]0, +oo], |h(z,t)| = h(z,t) < () et / ¢(t) dt = I converge.
0

2

1. Posons pour tout t > 0, ¢(t) = . Remarquer ¢ est prolongeable par continuité en 0 et que Vt > 0, ¢(t) < 5

o~

9%h
3. Soit [a, b] C]0, +oo[. Vérifier que V(z,t) € [a, b]x]0, +-00], \ﬁ(m,tﬂ < 2e7 9t
z
. L " +o° 92h 1 T
On obtient par théoréme que pour tout z > 0, f"(z) = —(z,t)dt = — — .
0 Ox2 z 14x2

4. Pour prouver que liT f(z) = 0, remarquer que ¢, prolongée par continuité en 0, est bornée sur Rt.
xr— o0

Méme méthode pour prouver que lim f/(z) = 0.
x— 400

5. Vérifier que Vz > 0, f(z) = zIn(z) — %:):ln(av2 +1) — arctan(z) + 7. Utiliser la continuité de f (a droite) en 0 pour calculer I.

A .
sinz
6. Soient 0 < € < A. Intégrer par parties / —— dx en prenant z — 1 — cosx comme primitive de sin.
e x



