Spé PC. Corrigé du devoir de mathématiques en temps limité n° 4 (18.12.2024).

Exercice 1.

1. Soit n € N*. Posons, pour tout ¢t € [0, 1], fn(t) = f(t").

1) [CVs] On distingue deux cas : si t € [0, 1], nEToo t"™ = 0 et par continuité de f en 0, nEI«Eoo f(@™) = f(0); si t =1, pour tout n € N*,
fn(1) = f(1™) = f(1) donc nl{g}oo fn(1) = f(1). Autrement dit, la suite de fonctions (continues) (fn)nen* converge simplement sur [0, 1]
vers la fonction ¢ (continue par morceaux sur [0, 1]) définie par : ¢(t) = f(0) si¢ € [0,1] et ¢(¢t) = f(1) sit = 1.

ii) [Domination] Comme f est continue sur [0, 1], f est bornée sur [0, 1]. Il existe donc C' € Rt tel que Vu € [0,1], |f(u)| < C (x).

On en déduit que
vn € N*,Vt € [0,1], |fn(D) = |f(E")| < C

(en considérant (x) avec u = t™ € [0, 1]), la fonction (constante) t — C, ne dépendant pas de n, et étant clairement intégrable sur [0, 1]. Le

1 1 1
théoréme de convergence dominée permet de conclure que lim I, = lim / fn(t)dt = / o(t) dt = / f(0)dt = f(0).
n—-+oo n—-+oo 0 0 0

1
2. Effectuons le changement de variable : x = t™ (ou t = x%) dans l'intégrale I, (g) = / F@")de.
£

-1 Lin-1 1-1 L : . .
Comme dr = nt"~'dt = n(zxn» )"~ ldt =nx' " w dt,ona: I,(e) = — [ , x» " f(x)dz puis, en faisant tendre ¢ vers 01, on obtient :

en
L
nIn:/ zn " f(z) de.
0

. 1_q
Soit n € N*. Posons, pour tout = €]0,1], gn(z) = z» " f(z).

i) [CVS] La suite de fonctions (continues) (gn)nen+ converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction ¢ (continue sur |0, 1]) définie par :

T
va €)0,1], v(x) = L2
T
car lim e(%_l)ln(x)f(x) =e @) f(z) = M
n—-+4oo T
g N . . |f ()] v 1 . f(=)
#i) [Domination] On a: Vn € N* Vz €]0,1], |gn(z)| < car pour tout = €]0, 1], pour tout n € N*, zn < 1, et la fonction = — ,
x T
ne dépendant pas de n, est, par hypothése, intégrable sur |0, 1].
1 1 1
Le théoréme de convergence dominée permet de conclure que lim nl, = lim gn(z)dx = / Y(z)de = / /@) dx.
n—+oo n—-+oo 0 0 0 x

Probléme.
—+oo
1. Soit z € R. Montrons que ¢ — h(z,t), continue sur |0, +oo[, est intégrable sur ]0, +o0[, c’est-a-dire que / |h(z,t)| dt converge.
0

Comme Va € R, |sina| < |a|, on a :

i t t
Vi > 0, Jh(x ) = SREL g
et — 1 1

et —

oo t t
Or / dt existe car d’une part, lim =1,doncu:t— est prolongeable par continuité en 0 en posant u(0) =1 et
o et —1 t—0o+t et — 1 et —1

“+oo
m t2u(t) = lim t3e”! =0, donc / u(t) dt existe. D’ou la convergence
1

li
t— o0 t——+oo

1
/ u(t) dt existe; d’autre part, par croissances comparées,
0

“+oo
par comparaison de fonctions positives de / |h(z,t)| dt par (x).
0

dt = —f(x)

+° sin(—xt) /+°° sin(xt)
ST gy — -
et —1 0 et -1

2. i) Imparité de f. Comme sin est impaire, f est impaire car pour tout € R, f(—z) = /
par linéarité de l'intégrale. 0
i1) Continuité de f. Comme f est impaire, il suffit de prouver que f est continue sur R*. Les hypothéses du théoréme de continuité d’une
intégrale a parameétre sont satisfaites car :

a. Pour tout ¢ > 0, © +— h(x,t) est continue sur Rt,

b. Pour tout = € R, ¢ — h(z,t) est continue (donc continue par morceaux) sur 0, +oo],

c. Hypothése de domination (locale) : soit [a,b] C RT. On a (cf. 1.) :

sin(xt zt bt
Y(z,t) € [a,b]x]0, +o0[, |h(z,t)| = [sin(at)] < <
et — 1 et —1 ~ et—1
oo bt —+oo
et t > — T est continue sur |0, +oo[, indépendante de z, et d’intégrale généralisée / T} dt = / bu(t) dt convergente par 1.
e’ — 0 er — 0

Donc f est continue sur R (et donc sur R) par le théoréme de continuité d’une intégrale & paramétre.

3. Vérifions les hypothéses du théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre afin de prouver que f est de classe C! sur R.
Tout d’abord, h est partiellement dérivable par rapport & x avec :
Oh t cos(xt
V(z,t) € Rx]0, +o00[, — (z,t) = #
ozx et —1

Les hypothéses a, b et ¢ suivantes sont clairement vérifiées avec A =R et I =]0,+o0| :



oh oh
a.Vtel, —(,t): A->R, x — —(z,t) est continue sur A,
oz oz
b.Va € A, h(z,-) : [ - R, t — h(z,t) est continue (a fortiori par morceaux) et intégrable sur I =|0, +oo[ d’aprés 1.,
oh oh
c.Vz e A, 8—(3:, VIR, t— 8—(33,15) est continue (a fortiori par morceaux) sur I.
z z

oh
Enfin 'hypothése d. de «domination globale sur 8—» est satisfaite car :
z

_ t|cos(zt)| < t

oh
Y(z,t) € Rx]0, +oo[, |£(x,t)\ -1 Sa1

t
et on a déja prouvé en 1. que u : t — ] (indépendante de x) est intégrable sur ]0, +ool.
et —

On peut donc conclure que f est de classe C! sur R avec, pour tout = € R,

+o0 —+oo
p@= [ Rena= [T
0 oz 0 et —1

+oo
1
4. a. Rappelons que pour tout a €] — 1, 1], T—a™ E a™. Soit t > 0. Alors a = et €]0, 1 et par conséquent :
_a -—= =50
=0

1 et 1 = Ly
_ —_ ,—t _—t'E" —tn_§ —n+1t_§:—nt
etfl_lfe*t_e lfe*t_e ()" = © N ‘o
n=0 n=0 n=1

+00 gin(zt +o0 T
4. b. D’aprés 4. a. pour tout € R, f(x) = / SItH(xl) dt = / Z e” ™ sin(zt) dt.
0 € - 0 n=1

Posons, pour tous n € N* et t > 0, un(t) = e~ "!sin(zt) et montrons que ’on peut appliquer le théoréme d’intégration terme & terme de
la somme d’une série de fonctions intégrables (TITT) avec la série de fonctions Z Up sur ]0, oo :
n>1

“+oo
i) Pour tout n € N*, u,, € C%(]0, +c0[,R) et u, est intégrable sur |0, +oco[ : Vt > 0, |un(t)| < e " et / e~ ™ dz converge (égale a %)
0

—+oo
Donc / |un (t)] dt converge par comparaison de fonctions positives.
0

i1) Par définition de u, et 4. a. la série de fonctions Z up converge simplement sur |0, +oo[ vers sa somme ¢t — h(z,t) (continue sur
n>1
400
10, +o0]) car Vt > 0, Z un(t) = h(z,t).

n=1

—+o0
#i1) Prouvons que la série Z / |un (t)| dt converge. Soit n € N*. Pour tout ¢ > 0, on a : |un(t)| = e~"|sin(zt)| < |z[te ™™t (*).
0

n>1
+oo
Or . lirJrrl t2.te™ "t = lirﬂ t3e™™ = 0, donc / te” ™ dt converge par le critére de Riemann en 4oco et une intégration par parties
i oo xr — [e o] 0
+oo 1
montre plus précisement que / te "t dt = — - L’inégalité précédente (%) conduit a
0 n

+oo +oo |x|
[T ol [ jalent = 2
0 0 n

—+oo
Donc la série Z / |un (t)| dt converge par comparaison & une série de Riemann convergente. Le théoréme d’intégration terme & terme
n>1 0
permet de conclure que ¢ — h(z,t) est intégrable sur |0, +oo[ (mais ce résultat a déja été montré ci-dessus en 1.) et que

+° sin(xt) WX e —nt
= dt = t)dt.
f(x) /0 1 321/0 e~ " sin(xt)

et —
+o0 o .
On montre pour finir que / e "sin(zt)dt = 5—— ol intégrant deux fois par parties ou en utilisant e~ sin(xt) = Im (e(=n+ix)t) .
0 n2+zx
o0 A ) A ‘
0 A—+o0 Jo A—+4oo 0
A (—n+iz)t
; e
= Im( lim et gy = Im ( lim [——— ]
A—+0o0 g A—too —m+ix °
= Im — lim (1 —e(Tntimdy)
n —1x A—+oo
Or lim ="t ®A —gcar lim |74 = lim e "4 =0 don
A—+o0 A—+oo A oo
Hoo 1 n+ix T
/ e~ ™ sin(zt) dt = Im ( —) =Tm ( * ) = .
0 n—1ix n2 + 2 n2 + 2

5. a. Soit € R. Posons pour tout t > 0, vy (t) = e~ "%~ : v, € C°(]0, 400, ]0, +00[), et T'(z) existe si et seulement si I'1 (z) = fol v (t) dt
et To(z) = 1+°° vz (t) dt existent.

1
?l = T Par la régle de I’équivalent positif et la convergence d’une intégrale de Riemann en

1) Existence de I'1(z). On a : vg(t) ~
t—0+ 1



Loat
0, I'1 (z) existe ssi / pre— existe ssi 1 —x < 1ssix > 0.
0

1) Ezistence de I'a(x) Par croissances comparées, . 1i$1 20, (t) = . ligl t*Tle~t = 0. Donc I'z(x) existe pour tout réel z.
—T 00 — T 00

En conclusion, I'(z) existe si et seulement si z > 0.

“+ oo
5. b. Classiquement T'(1) :/ e tdt= lim [—e 4 =1.
0 A—+o0 0

A
Soit A > 0 et n € N*. Intégrons par parties / t"e~t dt (cette intégrale n’est pas généralisée en 0) :

0
A A A
/ thetdt = [t" - (fe_t)]OA + n/ t"letdt = —A" e A 4 n/ et dt,
0 0 0
puis en faisant tendre A vers +oo, on obtient I'(n 4+ 1) = nI'(n) car, par croissances comparées, Alim A le=A = 0.
S¥oo

Doul'(2)=1-T(1)=1,T3)=2-T(2) =2, T'(4) = 3-T'(3) = 6 = 3! et plus généralement (itérations ou récurrence) I'(n) = (n — 1)!.

T

5. c. Méme raisonnement qu’en 5. a. Soit « € R. Posons pour tout ¢t > 0, wz(t) = W € €9(]0, +00], 10, +-c0]), et

et —
+oco +T 1 T
K(z) = / — dt existe si et seulement si K1(z) = [ wa(t) dt et Ko(z) = [[7°° wy(t) dt existent.
0 e —
1
i) Ezistence de Ki(z). On a : wy(t) ~ 71 = car et —1 ~ t. Par la régle de 'équivalent positif et la convergence d’une

t—0+ tl-= t—0+

1
intégrale de Riemann en 0, K (z) existe ssi / Py existe ssi 1l —x < 1ssiz > 0.
0

i) Ewxistence de Ka(x) Par croissances comparées, . liT 2wy (t) = . liT t*+tle™t = 0. Donc Ka(z) existe pour tout réel .
— oo — oo

En conclusion, K(z) existe si et seulement si z > 0.

A
5. d. Soient € et A tels que 0 < € < A. Le changement de variable : s = nt dans / tTe "t dt conduit & :

€

A 1 nA s 1 nA
/ tTe Mdt = 7/ (—)%e %ds = (7)z+1/ s¥e”%ds
€ nJne M n ne

et on obtient I’égalité demandée en faisant tendre € vers 01 et A vers 4oo.

1 1
5. e. Soient a et 3 deux réels de |1, +oo[ tels que @ < 8. On a : pour tout n € N*, n® < nf, o > B donc, pour tout N € N*

N N
1 1
E — 2> E —3» et enfin ((a) > ¢(B) en faisant tendre N vers +oo dans I'inégalité précédente. Ainsi ¢ est décroissante sur |1, +o0[.
n n
n=1 n=1

“+o0 +T 400 to0
5. f. D’aprés 4. a. pour tout z € R, K(z) = / r— dt = / Z tTe "t dt.
0 € - 0 n=1

Posons, pour tous n € N* et t > 0, wy(t) = tTe~ ™! et montrons que 1’on peut appliquer le théoréme d’intégration terme & terme de la

somme d’une série de fonctions intégrables (TITT) avec la série de fonctions Z w, sur ]0, o0 :
n>1

i) Pour tout n € N* w, € C°([0, +oo[,R) et w, est intégrable sur [0, +-co[ par le critére de Riemann en 4oco car
lim 2w, (t) = lim t*+t2e "t =0
t——+oo t——+o0o

(par croissances comparées).
x
#i) Par définition de wyn et 4. a. la série de fonctions E wy, converge simplement sur ]0, +-oco[ vers sa somme t —

(continue sur

n>1 € -
too +
0, 400[) car Vt > 0, wn(t) = .
10, +oo) S = 5
+oo +oo T 1
#it) La série Z / |wn, (t)| dt converge. En effet, pour tout ¢ > 0, on a : |wn(t)| = wn(t) et d’apreés 5. d. / wn (t) dt = %
n>170 0 n®
1 oo
Comme z+1 > 1, la série de Riemann Z converge, de somme ((z+ 1), donc la série Z / |wn, (t)| dt converge et a pour somme
n>1 net n>170

T'(z+1){(z+1).
x
1 est intégrable sur |0, +oo[ (mais ce résultat a déja été montré

Le théoréme d’intégration terme & terme permet de conclure que ¢ — n
e

ci-dessus en 5. c.) et que

+oo T2 4o
K(:c):/(; t_ldt:n;/o wn(t)dt = D+ 1)¢(z + 1).

et

+oo 2n+1 +oo 2n+4142n+1

6. Pour tout v € R, sinu = Z(fl)nui (DSE(0) de sin) donc pour tout z € Ret t > 0, h(z,t) = Z(fl)"¥ ()
— (2n+1)! — 2n+1)!(et — 1)
n=0 n=0
+oo T p2n+142n41
f(z :/ - dt.
(@) 0 T;( ) 2n+ 1)!(et = 1)
x2n+1t2n+1

Posons, pour tous n € Net ¢ > 0, fnz(t) = (—1)" ——————. On peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme de la

Cn+ 1)l et —1)
somme d’une série de fonctions intégrables (TITT) avec la série de fonctions Z fn,e sur |0, +oo] car les trois hypothéses suivantes sont
n>0



satisfaites :
+oo p2n+1
1 dt existe (puisque 2n 4+ 1 > 0) et

i) Pour tout n € N, fn.» € C°(]0, +0o[,R) et est intégrable sur |0, 40| car d’aprés 5. ¢ / n
0 e —
d’aprés 5. fet 5. b :

—+oo ‘x|2n+l +oo t2n+1 |z|2n+1 ol
t)| dt = dt = I'(2 2)¢(2 2) = 2 2 .
L el = S [T S = e 2)c(en +2) = )P G(en 4 2) (40

#i) Par définition de fn 2 et (%) la série de fonctions Z fn,z converge simplement sur |0, +oo[ vers sa somme ¢ — h(z,t) (continue sur
n>0

—+oo
10, +00) car V£ >0, > fn2(t) = h(z,1).
n=0

ii1) On suppose désormais z €] — 1, 1[. Prouvons que la série Z / | fn,z(t)| dt converge.

n>0
Comme ( est décroissante sur |1, +oo[ (cf. 5. e.), on a, pour tout n € N, {(2n + 2) < ((2)(= %2) et d’aprés i) (**) ci-dessus

—+o0
/0 e (®)] dt < C(2)]2]?m

|2n+1

On déduit de cette comparaison de termes positifs que la série Z / | frn,z(t)| dt converge car la série (géométrique) Z |z converge

n>0 n>0

(de somme 1‘_712 ).

Le théoréme d’intégration terme a terme permet alors de conclure que

22n+1 +oo 42n+1 3 +oo . —
f(z) = Z/ fre(t)dt = TLZO( n" m/ e_ldt_;)(q) ¢(2n + 2)z?"t1,

Exercice 6.

1. On a : (X =3) = (RlﬁBgﬂBg)U(BlﬁRQORg). D’oa P(X =3) = P(RiNB2N Bs3)+ P(BiNR2N R3g) car R N B2 N B3 et
BiNR2N R3 sont deux événements incompatibles. Et comme les événements R1, B2, B3 (resp. B1, Rz, R3) sont mutuellement indépendants
(tirages avec remise), on obtient :

P(X = 3) = P(R)P(B2)P(B) + P(BI)P(R)P(Rs) = 2 (1) + 7 (5 = .

Idem (X =4) = (B1 N R2N B3N By) U (R1 N BaN R33N Ry). Do, par incompatibilité et indépendance mutuelle,
3.1 3 30 15
P(X = 4) = P(B1)P(R2) P(Bs) P(B1) + P(R1) P(B2)P(R)P(Rs) = S ()% + 1 ()P = 2L = 2
2. Soit m € N*. On a :
(X = 2m) = (Bl NRaN---NBom—3NRopm—2NBapy,—1 N Bzm) U (R1 NBaN---NRoam—3NBoy—2NRap_1 N R2m).

D’ot, par incompatibilité et indépendance mutuelle,

P(X=2m) = P(B1)P(R2) - P(B2m—3)P(R2m—2)  P(B2m—1)P(Ba2m) +P(R1)P(B2)-~~P(R2m,3)P(BQm,2) - P(Ram—1)P(Ram)
13 13,1 31 1 3. .3 3 3 1 B 5 3.
= DG D GPHC D G C = (P e (G = S,
m—1fois m—1fois

3. Soit m € N*. On a de méme :
(X=2m+1)=(RiNB2NR3N---NBam—2NRam—1NBom NBamt1) U(B1iNRaNB3N-- N Ram—2N Bam—1 N Ram N Rami1).
D’ou, par incompatibilité et indépendance mutuelle,

(Rl)P(BQ)P(RS) (B277L 2)P(R27n l)P(B2TVL)P(B2‘"L+1) +P(BI)P(R2)P(BS)"'P(R27VL72)P(BQ7VL7I)P(RQW)P(RZM

P(X =2m+1)

3.1 3 3 1.3 8iml  (B.m3_ 3.
m—1fois m—1fois

4. Les deux séries Z P(X =2m) et Z P(X = 2m + 1) convergent et :

m>1 m>1
400 +oo +o00o
S P(x=n) = > P( m)+ZP(X:2m+1)
n=2 m=1
—+oo
— 5 3 m 1
) 6 + Z(
m=1
+oo

5
8 1 16 Z(

1
16 1617—




5. a. La somme f de la série entiére E z"™, de rayon de convergence 1, est, d’aprés le cours, (indéfiniment) dérivable terme a terme sur

n>0
] —1,1[. Comme Vz €] — 1,1], f(z) = ! on a donc : Vz €] — 1,1] ionm"_lzf/(m):#
’ N ) ) 17x’ ' 2 7n:1 (171)2'

5. b. Posons un, = nP(X =n), n > 2. D’aprés 5. a. les deux séries Z Um €t Z U2m 41 convergent avec :

m>1 m>1
+oo “+ oo “+ o0
5 3 m_1 O 1
3% o= B meoram = Emmt =y
m=1 m=1 = 16
et
= = = 3 33 =3 31 3001
= 2 DP(X =2 1) = 2 D(=)" == —ym—1 Zym == = )
D vampr =D, Cm+DP(X =2m+1)= 3 @m+1(" =5 > mg)" "+ D (35) sa_2e e )
m=1 m=1 m=1 m=1 m=1 16 16
D’ou la convergence de la série (& termes positifs) Z un, dont la somme est I’espérance de X :
n>2
+o0 +o0
13 1 3 1 32 3 35
E(X)= Y usm+ Y uzmi1=— = + — ==t =
oo oo 8 (1— E)2 16 (1 — E) 13 13 13



