Spé PC. Préparation de l’interrogation de mathématiques n°® 6 (10. 1. 2025)

I. Etude du cours.

1. Etudier les preuves des propositions 3, 4 (« continuité croissante et décroissante ») et 5 du chapitre espaces probabililisés.

2. a) Calcul de ’espérance et de la variance d’une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p €]0, 1],

b) Calcul de l'espérance et de la variance d’une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0.
II. Etude d’exercices.

Exercice 1. Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On choisit une boule au hasard dans cette urne, on note sa
couleur et on la remet dans I'urne accompagnée de deux autres boules de la méme couleur puis on répéte l'opération.

1. Quelle est la probabilité que les n premiéres boules tirées soient rouges ?
2. Quelle est la probabilité de tirer indéfiniment des boules rouges ? On utilisera la formule de Stirling.

3. Le résultat précédent reste-t-il vrai si on remet la boule accompagnée de trois autres boules de la méme couleur ?

Exercice 2. Un joueur lance une piéce de monnaie jusqu’a obtenir pile. On note p €]0, 1] la probabilité d’obtenir pile lors de chaque
lancer. S’il lui a fallu n lancers pour obtenir pile, on lui fait tirer au hasard un billet de loterie parmi n billets dont un seul est
gagnant. Calculer la probabilité que le joueur gagne.

Exercice 3. Soit (An)nen une suite d’événements mutuellement indépendants d’un espace probabilisé.

+oo n
Justifier que P( UO Ap)=1- i kHOu — P(Ap)).
n= =

Exercice 4. Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres n € N* et p €]0, 1].

On considére la v.a. Y définie de la fagon suivante :
>Si X =keN* alorsY =k;etsi X =0, alors Y est égal (équiprobablement) a I'un des entiers de {1,--- ,n}.

Calculer la loi de Y et son espérance. Vérifier que E(Y) > E(X). Etait-ce prévisible avant d’effectuer les calculs ?
Exercice 5. Soit X une v.a. suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0.
On considére la v.a. Y définie de la fagon suivante :
X
> Si X est impair, alors Y = 0 et si X est pair, alors Y = ER

Déterminer la loi, 'espérance et la variance de Y.



Exercice 1. 1. Soient A I’événement : « la k-iéme boule tirée est rouge», k € N*, et B, I’événement : « les n premiéres boules
tirées sont rouges», n € N*. On a: By, = A1 N---N Ay, et en utilisant la formule des «probabilités composéesy :

1 3 2n-1 (2n)! (2n)!
P(Bn) = P(A1)Pa, (A2)P Ag) -+ Py, .. A)==-Z... = =
(Bn) (A1)Pa, (A2)Pa;na,(As) AN Ay (An) 51 o @ a2 )2
car2-4---2n=(2-1)(2-2)---(2-n) =2"nl.
+oo
2. Soit C I’événement : «toutes les boules tirées sont rougesy. On a : C = m Bp. Or pour tout n € N*, B, 1 C By, donc
n=1
par « continuité décroissante de P », P(C) = lir_rp P(By). La formule de Stirling donne un équivalent de P(B;) : comme
n—-+4+0oo
2n\2 2 2 _ _(2n) 4
n! et s/27rn(ﬂ)”, (2n)! et Vdmn (22)2", (n!) T 27n (%)™, donc P(Bp) = W BTNy Par conséquent,
P = i .
(C) LAm —— \/7 =0
1 4 3n—-2 {4 3k—2
3. Gardons les mémes notations. On a cette fois : P(By) = = - —--- n = H . Posons
2'5 3n-1 [h3k-1
S 1
Sp =In(P(Bn)) =Y _ In( 1)
k=1
- N . . . N sa e , . 1
La série (& termes négatifs) Z In(1 — r— 1) diverge par la régle de I’équivalent (négatif) car In(1 — 5=—) et _W et la

n>1

1
série de Riemann E — diverge. Donc la suite décroissante et divergente (Sn)nen+ tend vers —oo et P(C) = 11T P(Bp) =
n— oo
n>1

lirJrrl e9n = 0. Remarque. On pouvait également considérer In(P(By,)) dans la question 2. et ainsi prouver que P(C) = 0 sans
n— oo

utiliser la formule de Stirling.

Exercice 2. Indications.

Notons A,, I’événement : « il obtient pour la premiére fois pile lors du néme lancer », By, ’événement : « il tire le seul billet gagnant
parmi les n billets proposés », G = Ay, N By, 'événement : « il obtient pour la premiére fois pile lors du n éme lancer et il tire le

—+o0
billet gagnant », et enfin G I’événement : «le joueur gagne». On a G = U Gr et comme les événements G, sont incompatibles :
n=1
+oo +00 +oo T
11 P 1-p" pln(p
P@) =30 PG = 3 PP, (B) = Y p(—p) ! L= 2oy LoP ph®)
n 1—p 1—»p
n=1 n=1 n=1 n=1
X
car Vz €] — 1,1[, —In(1 — —
r Vz €] [ —In(1—=x) g -
Exercice 3. Par propriétés de la probabilité P, on a :
+o0o N N N . N - N
P A = i P )= i 0=P( A= i 0=P(() A =1- i T] PG =1 i TT0-P()
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
car les événements Ag, - -+ , Ay sont aussi mutuellement indépendants.
Exercice 4. e Loi de Y. La v.a. Y est a valeurs dans {1,--- ,n}.
Soit k € {1,---,n}. Utilisons le systéme complet d’événements {(X =0),---,(X =n)}. Ona:

[ =R ]=Jx =)0 =) =(X=0nF =e)Uu(¥ =)NE=k)=[(X=0nT=k) U X=8]
En effet, pou;:tgut i € [1,n]\{k}, 'événement (X = ¢)N(Y = k) est impossible carsi X =i, alorsY =i # k;et (X = k) C (Y = k).

Par conséquent :

P(Y = k) |=P(X =0)N (Y = k)) + P(X = k) = P(X = 0)Px—o)(Y = k) + P(X = k) = (lfp)"%Jr(:)pk(lfp)"_k :

Remarque : on retrouve que :

n

i Z(l p)”*+z ( - =(1- p)"+z ( JIECEEEDY (Z)pk(lfp)”’k =(+1-p)" =1

1 k=0

bl
Il

e Espérance de Y. La v.a. (finie) Y a pour espérance :

E(Y)|=Y kP(Y =k) = %Z Z ( >p (1—p)nF= %(n+1)(17p)n+E(X)A




K
Exercice 5. > On rappelle que X est a valeurs dans N, avec, pour tout k € N, P(X = k) = e*A%.
Clairement Y est aussi & valeurs dans N.

i) Loi de Y. Soit m € N. Calculons P(Y = m). On distingue deux cas suivant la valeur de m :

+oo
a) Casm = 0. Comme (Y =0) = (X =0U(X =1HUuX=3)U---=(X =0)U U (X = 2n+ 1) (union d’événements
n=0
incompatibles),
+oo +oo )\2n+1
P(Y=0)=P(X=0)+Y P(X=2n+1)=e +> e *—— =e 1+ sh\).
= = (2n + 1)!
A2m
b) Casm € N*. On a: (Y =m) = (X =2m) donc P(Y:m):P(X:2m):ei>‘(2 W
m)!
Remarque. On retrouve bien que :
—+oo “+o0o N —+o0 )\Qm
PY=m) = PY =0+ P(Y=m)=e (14 sh\) +e~
3P =m (=04 30 P =m) =7 X

A1+ shA)+e M chA—1) =e A (chA+ shA) =e . ed =1,
1) Espérance de Y.

Le critére de D’Alembert permet de justifier la convergence de la série (& termes strictement positifs) Z mP(Y =m). Et on a :
m>1

400 —+o0 400

)\2m
EY) = P(Y =m) = P(Y =m)=e?
(Y) ,;om (Y =m) mz;lm (Y=m)=e ,;m(zm)!
to© 2m +oo 2m—1 +oo 2k+1
1 A 1 1 A 1 A 1
= Se S ami = s Z DY D D
27 =7 (2m)! 2° (2m —1)! =37 © (2m — 1) [k=m—1] = (2k+1)! 2

iii) Variance de Y. Par le théoréme du transfert, Y2 est d’espérance finie car le critére de D’Alembert permet de justifier la
convergence de la série (& termes strictement positifs) Z m2P(Y =m), et on a :

m>1
E(Y?) = Jio m*P(Y =m) Z m?P(Y =m) =e *2":" 2 A le*A > "
— @2m)! 2 (2m - 1!
1 Y A2k+1 1.y +oo A2k+1 N 2 \2k+1 1 Y +oo )\2k+1
= (k+1 == 2k +1 1)———m = — -
Gy 27 Z G T 1 D (@k+1)+ )2k+1 Z o Tt Z (2k +1
k=0

1

Ae”M(AchA + sh).

Finalement : V(Y) = E(Y?2) — E(Y)? = 4Xe™*(AchX + sh)) — 132e=2A sh2).
Remargue. En explicitant ch et sh), on obtient : V(Y) = ’\—6(1 +deN —em) + %(1 —e™2M).



