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Probléme 1.
sin®¢
t2

1. Notons f la fonction définie sur ]0, +oo[ par : V¢ > 0, f(t) =

converge.

—+oo
. Alors f est continue sur ]0,4oco[ et J = / f(t)dt
0

En effet : 4) Comme sin ¢ e t,J1 = / f(t) dt existe car f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = lim f(t) = 1.

g +oe 1 t

1) J2 = / f(t) dt converge par comparaison de fonctions positives car, pour tout ¢t > 1, 0 < f(¢) < = et / 2 converge.
1 1

A
2. Question trés classique. Intégrons par parties / sin(t) - 7 dt en prenant t — 1 — cost comme primitive de la fonction sinus :
€

A _ A4 _ _ A4
/ sin(t) - %dt: [1 cost]?+/ 1 t(zzostdt: 1 zosA _ 1—cose +/ 1 COStdt.
€ 1> &

t € t2
2
1-— 1—cosA
e D’une part, comme 1 — cos(¢) o 82 ;13(1) $ = ili%g =0, et E+oo % = 0 par encadrement car pour tout
1—cosA 2 2
A </ < = li — .
>0,0< 1 _Aet —l»mooA 0
, s Ry T° 1 —cost . . e
e D’autre part, l'intégrale généralisée K = e dt existe : notons g la fonction définie sur ]0,+oo[ par : V¢ > 0,
1 —cost
g(t) = e

1
Cette fonction g est continue sur ]0, +o0[, K1 = / g(t) dt existe, g étant prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) =
0

1 too 2
hm g(t) = 5 et Ko = / g(t) dt converge par comparaison de fonctions positives car, pour tout t > 1, 0 < g(¢) < 2 et
t—0+ 1

oo dt
/ th converge.
1

. . . 4 sint T 1 —cost
A ce stade du raisonnement, on peut déja affirmer que I = lim / — dt existe avec : [ = K = / —— dt.

e—0t, Amtoo .o 12
o Il reste & prouver que K = J. Pour cela on utilise I'égalité : 1 — cost = 2 sin2(%) et le changement de variable s = % (effectué
A
1—cost S
d’abord dans K (g, A) = / —m dt) conduit bien a : K = / in® s ds=J.
€
sin? (nt) sin (nt) . . . "
3. Posons pour tout ¢ €]0, %], in(t) = — et an(t) = anlt Les fonctions in et a, sont continues sur ]0, %] et
sin
prolongeables par continuité en 0 en posant : i,(0) = n?, an(0) = n? car sint Mot t. D’ou l'existence des intégrales I,, et A,,.
sin?(nt) . . -
De méme, posons pour tout ¢ €]0, g[ n(t) = “on?t La fonction b, est continue sur |0, 7| et prolongeable par continuité en
an
0 et en T en posant : b,(0) = n?, bn(%) =0 car smt ~o t, tant ~ tet lim tant = +oo. D’ou lexistence de 'intégrale B,,.

t— t—1

4. Soit n € N*. Soit (¢,X) €]0, 3[* tel que ¢ < X. On effectue d’abord le changement de variable : u = nt dans I, (¢, X) =

X o2
/ sin®(nt) dt -

12

nX i 2
In(e,X) = n/ sin” (u) du,

2 sin?
puis en faisant tendre ¢ vers 07 et X vers 5, on obtient : I, = n/ w du. Enfin d’aprés 2.
0 U

n% . 2 +oo .2
lim = tim / 2Mdu:/ S () gy = g = 1.
0 0

n—+oo N n—-+4oo ’u,2 u

5. a. ) Soit (a,b) € R®. On a bien :
sin(a + b)sin(a —b) = (sinacosb+ sinbcosa)(sinacosb — sinbcosa) = (sinacosb)® — (sinbcos a)’
= sin®acos®b — sin® beos® a = sin® a(1 — sin® b) — sin” b(1 — sin® a) = sin® a — sin” b.
i1) D’aprés 1), on a : sin®((n + 2)t) — sin?((n + 1)t) = sin((2n + 3)t) sin(t) et sin®((n + 1)t) — sin®(nt) = sin((2n + 2)t) sin(t).

> On rappelle que pour tout (p,q) € R?, sin(p) — sin(q) = QSin(]%) cos (p ; q) D’ou :

sin®(nt) — 2sin®((n 4 1)t) +sin’((n + 2)t) = (sin®((n + 2)t) — sin®((n + 1)t)) — (sin®((n + 1)t) — sin*(nt))
sin((2n + 3)t) sin(¢) — sin((2n + 1)¢) sin(t)

sin(t)(sin((2n + 3)t) — sin((2n + 1)t)

= sin(t) - 2sin(t) cos(2(n + 1)t) = 2sin’(t) cos(2(n + 1)t).



5. b. Soit (g, X) €]0, Z[* tel que £ < X. D’aprés 5. a. et la linéarité de I'intégrale, on a :

/XMdth/xMdt+/xMdt:2/xc0s(2(n+l)t)dt.

sin?t sin®t sin®t

Et en faisant tendre ¢ vers 07 et X vers 3, on obtient :

™

Anpo — 24041 + A, = 2/2 cos(2(n + 1)t) dt = [SRC £ DY

; T ¢ = 2(sin((n + 1)) — sin(0)) = 0

car Vk € Z, sin(km) = 0.
5. c. La suite (A, )nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique : 72 — 2r +1 = (r — 1)% = 0.

1l existe donc (a,b) € R? tel que pour tout n € N, A, = (an + b)1™ = an +b. Comme Ag =0 et A; = S,ona:b=0eta=7.

Ainsi, pour tout n € N, A, =n3.
Remarques : i) comme la valeur de A, était donnée, on pouvait montrer ce résultat par récurrence (forte),
11) On pouvait aussi observer que la suite (An+1 — Ay) est constante.

1 1 _1fcoszt_

6. Soit n € N*. On remarque que pour tout ¢ €]0, 5], =1.

sin?t tan?¢  sin®t
Soit (g, X) €]0, 3% tel que e < X. D’aprés ce qui précéde, par linéarité de I'intégrale :

X 2 X 2 X X
t t 1 1
/ Wdt—/ Mdt:/ sin®(nt) (—— —72)dt:/ sin® (nt) dt.
< sin“ ¢ - tan<t . sin“t tan®t .

Et en faisant tendre £ vers 0 et X vers Z~, on obtient en « linéarisant » sin®(nt) :

An — B = /02 sin’(nt) dt = %/02 (1 —cos(2nt)) dt = %[t— w

sin(n)
2n

z 1 7 s
2 — (= — = —
HEELG )=1

car sin(nm) = 0.
7. 1) On peut démontrer ces deux inégalités en utilisant les propriétés de I'intégrale : Soit 2 € [0, 5[. On a :
x x x x
sinz =sinz —sin0 = / cost dt < / 1dt =z, et tanz = tanz — tan0 = / (1 +tan®t) dt > / ldt ==.
0 \2( 0 0 S—— 0
< 1

>
. 2 s 2 . 2
t t t
i1) D’aprés ) on a, pour tout ¢t €]0, 5[, 0 < sin?t < % < tan®t, d’on sin”(nt) < (nt)  sin(n )

tan?t — sin?t — 2
En intégrant I'inégalité précédente de 0 & 7, on obtient : B, < In < Ay, par propriété de I'intégrale.
Ay, I, A, . I,
8. D’aprés 5. c., 6. et 7. pour tout n € N*, — — n < — < —, c’est-dire : T_ T <—=< T
n in n n 2  4n n 2

1
Dot lim = =2 par le théoréme des gendarmes et finalement, I = s par 4.
n—+oo M 2 2

Remarque : on peut aussi passer a la limite dans I’encadrement précédent. On obtient ainsi 5 < I < 7. D'ou I =

NI

Probléme 2.
1

oy

1 +oo +oo
que fn(t) Yo T Comme / B existe car 3n > 3 > 1, / fn(t) dt existe par la régle de I’équivalent positif, et donc
T 1 1

1. a. Soit n € N*. Posons pour tout t € RY, f,,(¢) = . La fonction f,, est continue sur RT, & valeurs dans R™*, et telle

1
I, existe (car / fn(t) dt existe en tant qu’intégrale d’une fonction continue sur [0, 1]).
0

1. b. i) [CVS] On distingue deux cas : si t = 0, Vn € N*, f,(0) = 1, et lirf fn(0) =1;5sit >0, lirf (1 +t3)" = 400 car
n—-+o0o n—-0oo
L+8%>1, et lir}rl fn(t) = 0. En d’autres termes, la suite de fonctions (continues) (f»)nen= converge simplement sur RT vers

la fonction f (continue par morceaux sur RT) définie par : f(t) =1sit=0et f(t) =0sit > 0.

ii) [Domination] Pour tout n € N*, pour tout t € R, |fn(t)| = fn(t) = fi(t) (car (1 +£*)" > 1+ t%), et d’aprés 1. a.

<L
1+t
la fonction f; (ne dépendant pas de n) est intégrable sur R*. Le théoréme de convergence dominée permet de conclure que

+oo —+oo +oo
lim I, = lim fn(t)dt:/ f(t)dt:/ 0dt = 0.
0 0

n—-+oo n—-+oo 0

1. c. Posons u, = (—1)"I,. La série Z Un est une série alternée car, I, étant (strictement) positive comme intégrale (généralisée)
n>1

d’une fonction continue (strictement) positive sur [0, 400[, un est (strictement) positif (resp. négatif) si n est pair (resp. impair).

De plus, la suite (|un|)nen=, c’est-a-dire la suite (I,)nen+, est (strictement) décroissante car, par linéarité de Uintégrale,

t3

+oo +oo
b=t = [0 - fen@a= [ a0



comme intégrale (généralisée) d’une fonction continue (strictement) positive, et enfin d’aprés 1. b. lirf un = 0.

Donc la série E un, converge par le critére des séries alternées.
n>1
3t?
(14 3)n+1”
—+o0

—+o0
t . .
Comme / Fntt existe car 3n +1 >4 > 1, / gn(t) dt existe par la
1 1

1. d. i) Ezistence de J,. Soit n € N*. Posons pour tout ¢t € R, g,(t) = La fonction g, est continue sur R, &

3

4
valeurs dans R™*, et telle que gn(t) Yo AT

1
régle de I’équivalent positif, et donc J,, existe (car / gn(t) dt existe en tant qu’intégrale d’une fonction continue sur [0, 1]).
0

ii) Calcul de J,. La dérivée (sur RT) de la fonction ¢ +— (1 +¢3)™™ est la fonction t +— —3nt?(1 +¢*)"""*. Do :

T 2

. 3t . 1 1 T . 1 1 1
=1 ————dt= 1 —=.— W= (e -y =
J TﬁlTOO/o (14 ¢3)ntt TiI-I&-lm[ n (1+ t3)”]0 e n( (14 T3)") n

Feo g3 312 42
1. e. Par linéarité de l'intégrale, on obtient : 2I,, — J,, = / dt. Une étude des variations sur RT de la fonction

o GrEre
N : ¢+ 2t% — 3t + 1 montre que V¢ > 0, N(t) > N(1) = 1. D’ot1 2I,, — J,, > 0 comme intégrale (généralisée) d’une fonction

continue (strictement) positive sur [0, 4+o00[, c’est-a-dire I,, > o d’aprés 1. d. La série de Riemann Z — étant divergente, on
n n

n>1
déduit de la comparaison de termes positifs précédente que la série Z I,, diverge .
n>1
2. Suivons l'indication. On intégre par parties I,(A) :
4 3 3 A A3 3 1 A A t*
1-(1+¢) "dt=[t1+t")" "5 — 3nt(1+t°) " Tdt= —— +3 ———dt
[raseyra ey - [Cata s Tt | e
3 3 . A . .
En remarquant que t° = (1 +¢°) — 1, on obtient : I,(A) = (EYED + 3n(In(A) — Int1(A)), puis, en faisant tendre A vers
—+00 :
I, = 3n(]n - n+1)7
3n—1 1
‘est-a-dire I41 = L,=(1—-—)I,.

c’est-a~dire Ipn41 i ( 3n)

I 1
Remarque. Pour tout n € N*, I, > 0 et §+1 =1- 3 < 1. On retrouve la stricte décroissance de la suite (I, )nen+ établie en

n n

1. c.

3. a. Utilisons les propriétés de la fonction In et 2. :

(n+1)5 L

Un+1 — Un, = In((n + 1)%[n+1) — ln(n%fn) = In( ) = %ln(l + %) +In(1 — i)

n3 I, 3n
172 2
Rappelons que In(1 +z) =z — - + 0, (x”). Alors
1.1 1 1 1 1 2 1
vt = on = 50~ )+ (75, T qgpr) Fore(5a) = mgar Fore ()
et finalement v,y1 — v, ~ ,l La constante C' cherchée est donc —2.

n—-+00 9n2’ 9
- . 1 - . S .
3. b. La série de Riemann Z — étant convergente, la série Z(vn+1 — vy, ) converge par 3. a. et la régle de ’équivalent de signe
n>1 n>1
constant. On en déduit que la suite (v, )nen+ converge par le lien suite-série vers un réel V. Comme la fonction exponentielle
. . . 1 . , < 1 l
est continue en V, on obtient lim n3[, = lim e'" = eV, c’est-a-dire I, ~ — avecl = eV > 0.

n—-+oo n——+oo n——+oo ns

Remarque. On retrouve lir_'r_l I, =0 (cf. 1. b.) et que la série E I, diverge (cf. 1. e.) par équivalence positive car la série de
n— oo
n>1

. 1.
Riemann E — diverge.
n>1 ns
3

1-1-7153) La fonction g est continue et négative sur R™*.

4. a. Posons, pour tout ¢ > 0, g(¢) = In(

1 1
1) Existence de J1 = / g(t) dt. Comme g(t) = In(t*) — In(1 + ¢*) = 3In(t) — In(1 + ¢°) ~, 31n(t) et / In(t) dt converge, Ji
0

t—0

existe par la régle de 'équivalent de signe constant (négatif).

PN e 1+ 1 1
1) Existence de Ja :/ g(t) dt. Comme g(t) = — In( 3 )=—In(1+ t—s)

+oco
1
) T et /1 7 dt converge, Jo existe par
la régle de I’équivalent de signe constant (négatif).

Donc J = J1 + Jo existe.



2
4. b. La fonction g introduite en 4. a. est dérivable sur |0, +oo[ avec : ¢'(t) = (3In(t) — In(1 + ¢*))" = T 131 el i i 7y

w

3

A
Soient ¢ et A tels que 0 < € < A. Intégrons par parties J(e, A) = / In(
€

)dt:/Al-g(t)dt:

143
A A
IeA) = ltg®) = [t/ (1) dt = Ag() — ege) =3 [
. . 1428
1
D’apres 4. a. i) Ag(A) ~ donc lim Ag(A) = 0. Et d’aprés 4. a. i) eg(e) ~ 3eln(e) donc lim eg(e) = 0.
A—+oo A2 A—+oo e—0t e—0*t
Finalement,
+oo 1
J= lim J(e,A) = —3/ ——dt = -3J1.
e—0t, A—+oo 0 1 —+ td
+oo n
x

4. c. Rappelons que pour tout z €] — 1,1[, —In(1 —z) = Z o (*). Donc

n=1

t? =1
vVt >0, g(t) =1 In(1 — =
> 0.0 = () =0 - ) = =3 L ()

(en utilisant (x) avec z = 34 €0, 1[).

1 1
Posons pour tout n € N et pour tout t > 0, un(t) = _Em et vérifions que les hypothéses du théoréme d’intégration
terme & terme de la somme d’une série de fonctions intégrables (TITT) sont satisfaites :

tee telr 1 1
a) Chaque fonction continue u, est intégrable sur ]0, +-o00[ car / lun (t)| dt = / —————dt = —I, (et I, existel),
0 o n(l+t3)n n

b) Par définition de u, et (xx), la série de fonctions (continues) Z uy, converge simplement sur |0, 4oco[ vers g (continue sur
n>1

10, +00]) car Vt > 0, g(t Zun

“+oo
¢) La série des intégrales Z / |un (t)| dt, c’est-a-dire la série Z , converge par la régle de ’équivalent positif.
n>1 n>1

I 14 . . 1
En effet, d’aprés 3. b.ona: —~ ~ — et la série de Riemann —5 converge car 2 > 1.
n n——4oco ns3s 1 ns3s

+oo +oo
Donc par le TITT, g est intégrable sur |0, +oo[ (résultat en fait déja établi en 4. a. car / lg(t)] dt = / (—g(t)dt =—J)
0 0
et

+o0 400 to© +o00 too +oo 7
J:/ g(t)dt:/ Zun t)dt = Z/ Uy (1) dt = 2_7:_2%,
0 0 n=1

n=1

Partie facultative

Exercice 2.

. . C c 1 .
1. La série gof(nh) converge absolument par comparaison car pour tout n € N*, |f(nh)| < e < R et la série
> X .
de Riemann Z oo} converge. D’ou existence de T'(h) = Z f(nh) qui est, par définition, la somme de la série convergente
n>1 n=0
Z f(nh); et finalement l'existence de S(h) = hT'(h).
n>0

“+oo
2. i) Montrons tout d’abord que l'intégrale / ©r(t) dt converge absolument.
0

La fonction ¢ est une fonction en escalier sur R* : pour tout n € N, Vt € [nh, (n + 1)h[, ¢n(t) = f(nh) car % € [n,n+1[. (%)

h
On peut déja affirmer que / lon(t)| dt existe car cette intégrale est égale a h|f(0)| d’apres (x).
0

De plus, pour tout t > h, 0 < % —-1< L%J donc L%Jh >t—het (L%Jh)2 > (t— h)27 d’on, par propriété de f,
c c
) < < .
en < et < tomer s
Or /+00 Ldt converge par la régle de 1’équivalent positif car L 9 et /+°<> dt converge, donc
n (E—h)2+1 se b & d P (t—h)2+1 t—too t2 PR 8%

+o0 Foo
/ |n(t)] dt converge par comparaison (de fonctions positives). En conclusion, / ln(t)] dt converge.
h 0



+oo C Foo C Cn
Remarque : /h t—h2+1 dt s=t—h /0 - .

+oo
17) Par définition de la convergence de l'intégrale / ©n(t) dt converge, (x) et la relation de Chasles, on obtient :
0

+oo Nh N—-1 (n+1)h N-1 +oo
/O on(t)dt = lim on(t)dt = lim z%/n on(t) dt:NETw;hf(nh) :;hf(nh):S(h).

N—+oco 0 N—+oo = h
. C
3. On a déja montré en 2. que pour tout t > h, |pn(t)] < (s Supposons h €]0,1] et t € [1,+o0[. Alorst—h >t—12>0

t(t—h)?>>(t—1)2. D it>1,t>h, et: B < < )
et ( ) > ( )°. Doncsit>1,t>h,e Isoh()lf(tfh)2+17(t71)2+1

4. [Plus technique !] D’aprés la caractérisation séquentielle de la limite, il suffit de prouver que pour toute suite (hy) de réels

“+oo
strictement positifs telle que lilf hn, =0,0na: lirf S(hn) = / f@t)dt.
n—-—+0o0o n—-—+0oo 0

Soit (hn)nen une suite de réels strictement positifs telle que lirf hn = 0. Soit N € N tel que pour tout n > N, h, €]0,1].

+oo
Rappelons que d’aprés 2. pour tout n € N, S(h,,) = / ©h,, (t) dt.
0

On peut utiliser le théoréme de convergence dominée avec la suite de fonctions (continues par morceaux sur RY) (¢p, Jn>n :

i) Convergence simple de (pn, )n>n. Pour tout ¢t € R*, on a : t — hy < [7~]hn < ¢ donc par le théoréme des gendarmes,

n

t
lim |— |hn =t, et, comme f est continue en ¢,
n—-+oo hn

Jim g (0= tim (LG 1he) = £(2).
c

i) Soit n > N. D’apreés 3. pour tout t > 1, |pp, (t)| < (S

car h, €]0,1] si n > N, et pour tout ¢ € [0, 1],

t
lon, ()] = If (L3~ 1hn)l < C©
donc en posant :

gty =Csite|0,1]et g(t) = G—12+1

la fonction g (indépendante de n) est intégrable sur R™ et on a :
Vn > N, ¥t € RY, |on, (8)] < g(t).

Les hypothéses du théoréme de convergence dominée étant satisfaites pour la suite de fonctions (¢p, )n>n, on peut conclure
que :

+o00 +oo +oo
lim S(hn)= lim Ph, (1) dt = / lim o, (t)dt = / (@) dt.
0 0

n—-+oo n——+oo 0 n—-+oo

. 1-— t . -
Exercice 3. 1. Posons f,(t) = %@), t > 0: fz est continue sur |0, +oo[ et positive.

1
i) Ezistence de I (z) = / fo(t) dt.
0

o, 2 2
I (x) converge car f. est prolongable par continuité en 0 en posant f.(0) = % puisque 1 —cosu ~ *-.

u—0

+oo
i) Existence de I>(x) = / f=(t) dt.

1

2 too
I>(x) converge par comparaison de fonctions positives car, pour tout t > 1, 0 < f(¢t) < 2 et / 2 converge.
1
400
Donc I(z) = / f=(t) dt existe.
0

+oo 1 _
14t) Soit > 0. En effectuant le changement de variable s = xt dans I(x), on obtient : I(x) = :1:/ 1= cos(s) ds=1(1)x.

2
0 s
Et comme x — I(x) est paire car cos est paire, pour tout x < 0, I(—z) = I(x) = zI(1). Enfin 1(0) =0 car fo(t) = 0.
En conclusion, pour tout réel z, I(x) = I(1)|z|. Remarque : I(1) > 0 car fi n’est pas la fonction nulle sur |0, +oo|.

2. Treés astucieux! Rappelons que l'intégrale généralisée convergente de 0 & 400 d’une fonction continue positive est positive.

N 1 oo cos((wi — x4)t) — cos((z; — x;)t) 2 T sin(z;t) sin(z;t))
D’apreés 1. ‘mi+xj|7|xi7xj|:m/o e dt:m/o t—th'
D’ou

L& L& 2 oo Iy W sin(zit) sin(z it
ZZ\mierﬂfzszxﬂ = 7[(1)/ ZZ—( )t2 @5t) 4
i=1 j=1 i=1 j=1 0 i=1 j=1

Foo & inxi 2
_ %/g L (t D24t ¢ .

i=1



