Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Variables aléatoires

Exercicel. [Exercice n°2-TD 12]
Soit X une v.a. & valeurs dans N telle que pour tout n € N, 4P(X =n +2) = 5P(X =n+ 1) — P(X = n). Déterminer la loi de X.

Solution. Posons p, = P(X = n), n € N. La suite (pn)nen est une récurrente linéaire d’ordre 2 : comme 1 et % sont les deux racines de

I’équation caractéristique associée : 412 — 5r 4+ 1 = 0, il existe donc (a,b) € R? tel que Vn € N, p, = al™ + b(%)” =a+ b(%)”.

De plus, la série de terme général p,, doit étre & termes positifs et convergente de somme égale & 1. On a donc hrf pn = 0, car le terme
n— oo

“+ oo “+ oo
4 3
général d’une série convergente tend vers 0, d’ou a = 0. Enfin Z pn=1&0 Z(Z)" =1& gb =1l1&b= 1 En conclusion, pour tout
n=0 n=0

neN, P(X =n) = 3(3)n.

Remarque : la v.a. Y = X + 1, a valeurs dans N*, suit la loi géométrique de paramétre p = g car

VneN*,P(Y:n):P(X:n—l)_%( =t = (1 — et

4

Exercice 2. [Exercice n®3-TD 12] Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Une urne contient n boules numérotées 1,--- ,n. On
tire au hasard deux boules simultanément. On appelle X le plus grand des deux numéros obtenus. Déterminer la loi et I’espérance de X.

Solution. On "modélise cette expérience" en considérant I’espace probabilisé (€2, A, P) ou Q est I’ensemble des parties a deux éléments
(paires d’éléments) de [1,n], A = P(Q2) l'ensemble des parties de  (un événement est un sous-ensemble quelconque de ), et P est la

probabilité uniforme (ou équiprobabilité) sur Q. Comme card(Q2) = (721) = n(n;l), la probabilité de chaque tirage (événement élémentaire)
est donc ﬁ = ﬁ La v.a. X est a valeurs dans [2,n]. Pour tout k € [2,n], (X =k) = {{1,k},--- ,{k —1,k}}, donc

card(X =k) 2(k—-1)
card(Q)  n(n-—1)

P(X =k) =

n

Remarque. L’événement U (X = k) est 'événement certain Q. On a bien :

k=2
- L = 2(k-1) 2 1= 2 nl=1)
;;P(Xik)ién(n—l)7n(n—1)(1+2+ +( 1))771(71—1) 2) =1L
Et X est une variable aléatoire (finie) d’espérance :
E(X) = ikP(X:k):Lik(kfl) Zk2 i
k=2 n(n—1) k=21 k=1
_ 2 (n(n+1)(2n+1) _ n(n—l—l))i 2 n(n+1)(2(n—1)) _ 2(n41)
T on(n—1) 6 2 T n(n—1) 6 )

Exercice 3. [Exercice n°5-TD 12] Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de méme loi
uniforme sur {1,...,n}.

1. Calculer P(X =Y) et P(X >Y).
2. Déterminer la loi de X — Y.

Solution. 1.¢) Comme (X =Y)=(X=1)N¥ =1)U---U(X=n)Nn(Y =n)) = (X =k)N(Y =k)) (union d’événements deux

ol
1Cs

a deux incompatibles), on a donc, par incompatibilité et indépendance des v.a. X et Y :

Xn: E)P(Y = k) zn:
" k=1 k=1
n). O

n

P(X =Y) :Z (X=K)n(

inc.

3H
:\H
3

1) Utilisons le systéme complet d’événements (Y = 1), .-, (Y
n n

(X>2Y)=(X2Y)n(Y =1))u---u((X2Y)n¥ =n) = J(X2V)Nn ¥ =k) = J(XZkK)N( =k)

k=1 k

(union d’événements deux a deux incompatibles). Donc, par incompatibilité et indépendance des v.a. X et Y :

n

" ° n—(k—1) 1 1 & n+1

P(X>Y) = (X > k) - (X>kPY =k =S 2"V"0 2 - Lottt

inc. Z:: ( ind Z:: ) ) I;l n n [j=n—(k—1)] n2 Z‘]

2. La v.a. X —Y est a valeurs dans {—n+1,--- ,n — 1}. Soit k € [-n + 1,n — 1]. Calculons P(X —Y = k) en distinguant deux cas :
i) Soit k € [0,n —1]. Alors (X —Y =k) = (X =k+ 1) N (Y =1))U((X =n) N (Y =n—k)) don

n—k n—k

P(X—Y = k) ZP(X7k+z) ZP — k4P Zni:”‘k

znd

1



i) Soit k € [—(n—1),—1]. Alors (X —Y =k) = (X =1)N (Y =1 - k) U((X =n+k) N (Y =n)) do

n+k n+k n+k1 n+k

P(X-Y=k) = P(X=9)NnY =i—k)) = P(X=i)P(Y =i—k)= — = .

( i DX =000 =) = 3 PX =P =i=R)= 3 ="

Remargues. a) On a bien :
n—1 -1 n—1
+k -k 1 1 -1 +1
S PX-v=k= 3 n2 +Zn2 :72(1+“.+(n71)+1+_,.+n):72((71 )n+n(n )):1'

k=—(n—1) k=—(n-1) " k=0 " m " 2 2

b) En fait les v. a. X — Y et Y — X suivent la méme loi et le résultat obtenu en i) se déduit de 3) : soit k& € [—(n — 1),—1]. Alors
—k € [1,n — 1] et par incompatibilité et indépendance, on a (certains événements pouvant étre impossibles) :

=~ ~ n—(—-k) n+k
P(X-Y =k)=> P(X=k+i)P(Y =i)=> P(Y =k+i)P(X=i)=P(Y -X=k)=P(X-Y =-k) = —— —=—""

. o 2 -
=1 =1 i) avec—k n n

Exercice4. [Exercice n°6-TD 12] Soit (Xn)nen+ une suite de v.a. de Bernoulli de paramétre p, mutuellement indépendantes.
Pour tout & € N*, on pose : Y, = X; X1 et pour tout n € N* : S, = Z Ys.

1. Déterminer la loi de Y.

2. Déterminer I'espérance et la variance de S,,.

S
3. Soit € > 0. Montrer que lim P(|== —p?| >¢) =0.
n—-+oo n

Solution. 1. Y} est a valeurs dans {0, 1} et suit la loi de Bernoulli de paramétre p? car, X}, et Xk+1 étant indépendantes :
P(Yi,=1)=P((Xr, =1)N(Xpy1 = 1)) = P(Xp = 1)P(Xpy1 = 1) = p°.
On a donc : E(Yy) = p? et V(Y) = p?(1 — p?).

n
a) Calcul de E(Sy). Chaque v.a. Yj est d’espérance p? et donc, par linéarité de 1’espérance, E(Sy,) = Z (Yy) = np?.

n
b) Calcul de V(Sp). On a: V(S Z Z conl,Y)szYk +QZ Z cov(Y;, Y;).

k=1 1<i<j§n =1 j=i+1
Soit (4,5) € [1,n]? avec i < j. Calculons cov(Y;,Y;) en distinguant deux cas :
e Sij>i+2,Y; et Y; sont indépendantes car Y; est une fonction de (X;, X;41), Y; est une fonction de (X, X;11) et les quatre v.a.
Xi, Xit1,Xj, Xj41 sont mutuellement indépendantes. Donc cov(Y;,Y;) = E(Y;Y;) — E(Y;)E(Y;) = 0.
eSij=i+1,V;Y; =Y;Yi1 =X, X,L+1Xl+2 = X;X;4+1X;4+2 et comme les trois v.a. X;, X;41, X;42 sont mutuellement indépendantes,
B(Y;Yiy1) = B(Xi) B(Xi+1) E(Xiy2) = p* et cov(Y;,Yiy1) = B(Y:Yiq1) — E(Y:) E(Yit1) = p* —p* = p*(1 - p).

n
Donc pour tout ¢ € [1,n — 1], Z cov(Y;, ;) = cov(Y;, Yir1) = p>(1 — p) et finalement :
j=it+1

V(Sn) =np*(1—p®) +2(n — 1)p*(1 — p) = p*(1 — p) (n(1 + p) + 2(n — 1)p) = p*(1 — p)((3p + 1)n — 2p).

1
3.0na: V(T") = EV(SH) et E(ST”) = %E‘(S’n) = p?. En appliquant I'inégalité de Tchebychev avec ST", on obtient :
Sn 1 V(Sn)
0< P2 - p2 0 < 8

1 V(Sn
Or V(Sn) et p%(1—p)(3p+1)n donc hr4r_1OO 3 (52 )

S,
=0et lirf P(|== fpz\ > ¢) = 0 par le théoréme de limite par encadrement.
n—-+oo n

Remarque : on ne pouvait pas utiliser ici la loi faible des grands nombres car les v.a. Yy ne sont pas toutes deux & deuxr indépendantes.
Par exemple, Y1 et Yo ne sont pas indépendantes car cov(Y1,Ya) = p%(p — 1) # 0.

Exercice 5. [Exercice n°8-TD 12] Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres n € N* et p €]0, 1[. On définit la
variable aléatoire Y de la fagon suivante : si X = k € N* alors Y = k et si X = 0, alors Y prend une valeur quelconque dans {1,--- ,n}.
Calculer la loi de Y et son espérance. Vérifier que E(Y) > E(X). Etait-ce prévisible ?

Solution : e Loi de Y. La v.a. Y est a valeurs dans {1,--- ,n}.
Soit k € {1,---,n}. Utilisons le systéme complet d’événements (X =0),---,(X =n). On a :

U DNEY =k) = (X =0 =R U =hNX=k)=[(X=0n¥ =k) U (X=k]|

En effet, pour tout i € [1,n] \ {k}, I'événement (X = i) N (Y = k) est impossible car si X =i, alors Y =i # k;et (X =k) C (Y =k).

Par conséquent :

P(Y =k)|=P((X =0)N (Y =k)) + P(X = k) = P(X = 0)P(x—0)(Y = k) + P(X = k) =| (1 — p)"% + (Z)pku —p)n k|




Remarque : on retrouve que :

S PY =K =3 (-0 —+Z() a-prt=a—p+ 3 (D)ha -t i() Sp = () = L.
k=1 k=1 =0

k=1

e Espérance de Y. La v.a. (finie) Y a pour espérance :

(B0 ]= > kP =k) = %Z + > k()rra-pn = %(n+ 1)(1-p)" + B(X) |
k=1 k=1 k=)0

Donc E(Y) > E(X) ce qui était prévisible par croissance de ’espérance car Y > X.

Exercice 6. [Exercice n° 10-TD12] Soit X une v.a. suivant la loi de Poisson de parameétre A > 0. On considére la v.a. Y définie par :

Si X est impair, alors Y = 0 et si X est pair, alors Y = % Déterminer la loi, ’espérance et la variance de Y.

Solution : On rappelle que X est a valeurs dans N, avec, pour tout k € N, P(X = k) = e >‘ . Clairement Y est aussi & valeurs dans N.

i) Loi de Y. Soit m € N. Calculons P(Y = m). On distingue deux cas suivant la valeur de m :

“+oo
a) Casm=0. Comme (Y =0)=(X=0U(X=1HU(X=3)U---=(X=0)U U (X =2n+ 1) (union d’événements incompatibles),
n=0
= -2 = A Y
P(Y =0) :P(X=0)+T;)P(X:2n+1) =e +7;)e eyl (1+ shA).
A2m
b) Casm € N*. On a: (Y =m) = (X = 2m) donc P(Y:m):P(X:2m):ef)‘(2 1
m)!
Remarque. On retrouve bien que :
+oo +oo “+oo )\gm
— _ —_ _ oA —A
;L:‘OP(Y =m) = P(Y =0) +mZ:1P(Y =m)=e M1+ sh)) +e mZ:1 @)

“A1+ shA)+e MchA—1) =e M (chA+ shA) =e . ed =1,

1) Espérance de Y. Le critére de D’Alembert permet de justifier la convergence de la série (a termes strictement positifs) Z mP(Y =m).

m>1
Et ona:
> 5 : f =
EY) = mP(Y =m) = mP(Y =m) =e" m
=0 m=1 e N CLOL

m
400 2m 400 2m—1 +oo 2kt 1
1 A 1y Ly A 1. .y A 1, .y
) 2 =3¢ =32 3 L~ ZxeMsha
26 mz::l m(2m)! 2 Z (2m —1)! 2 Z (Qm—l)l [k=m—1] 2 ¢ ;(2]@4_1)! 2 ¢ s

iii) Variance de Y. Par le théoréme du transfert, Y2 est d’espérance finie car le critére de D’Alembert permet de justifier la convergence

de la série (& termes strictement positifs) Z m2P(Y =m), et on a :

m>1
2 IS 2p 2 B P S B A
E(Y*) = Z m Z m“P(Y =m)=ce Z @) =ze m
m=0
1 Y Y A2k+1 Y o0 \2k+1 1 Y T y\2k+41
= = (k+1 = - (2k+1)+1 = - -
pomon 2 Z L N YRR Z ot X ar

k=0

“Xe”*(AchA + sh)).

Finalement : V(Y) = E(Y2) — E(Y)2 = e (AchA + sh)) — £22e2Xsh?).
Remarque. En explicitant chA et shA, on obtient : V(YY) = %(1 Fde 2 — e 4 %(1 —e M),

Exercice 7. [Exercice n° 12-TD12] Soit n > 3. Une urne contient 2 boules blanches et (n — 2) boules rouges. On effectue des tirages sans
remise dans cette urne. On appelle X le rang du tirage de la premiére boule blanche et Y le nombre de boules rouges restant & ce moment
dans 'urne.

1. Déterminer la loi de X et E(X).
2. Exprimer Y en fonction de X et calculer E(Y').

Solution : Notons By I’événement : « on obtient une boule blanche lors du k-éme tirage » et Ry 1’événement : « on obtient une boule rouge
lors du k-éme tirage ».
1. X(2)=[1,n—1].Ona:

2 -2 2 2(n—2
«(X=1)=B doncP(le):—;(X:2):RmBQdoncP(X:2):P(R1)PR1(BQ):” : _An=2)

n n—1 nn-1)
-2 n=-3 2  2(n-3)
‘n—1 n-2 n(n—1)"

3

. (X = 3) = R; N Ra N B3 donc P(X = 2) = P(RI)PRI (RQ)PRIORZ(RB)

3



Plus généralement, soit k € [2,n —1]. Ona: (X = k) = Ry N--- N Ri_1 N Bg. En utilisant la formule des probabilités composées, on
obtient :
n—2 n-— 3 n—k 2 . n—k

n n-—1 n—(k—2).n—(k—1)7 n(n—1)"

(égalité vérifiée aussi pour k = 1). D’ou :

,n_l ) — 2 oy _ 2 - - _ 2 (n—n (m—-1n@n-1), n+1
E(X)fki::lkP(ka)fm};k(n—k)fm(ngk—;k%fn(n_l)(n TR 5 )=

2n — 4

2. On vérifie que : Y = (n —2) — (X — 1) =n — 1 — X et, par linéarité de l'espérance, E(Y)=E(n—1—-X)=n—-1—-E(X) = 3

Exercice 8. [Exercice n° 13-TD 12] Soit n € N*. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On tire les boules de 'urne, une a
une avec remise. On s’arréte lorsque pour la premiére fois le numéro tiré est supérieur ou égal & I’un des numeéros tirés précédemment. Soit
Xn la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

(”)

1. Préciser X, (Q2). Justifier que Vj € N, P(X,, > j) =

2. Déterminer la loi de X,,.

3. Calculer ’espérance de X,, et préciser liril E(Xn).
n— oo

Solution : 1. @ X, () = {2,---,n + 1}. En effet, "au mieux" la deuxiéme boule tirée a un numéro supérieur ou égal au numéro de la
premiére boule tirée; "au pire" il faut attendre le (n + 1)-éme tirage aprés avoir tiré successivement les boules numérotées n, n —1,--- ,1
lors des n premiers tirages, la boule tirée lors du (n + 1)-éme tirage ayant un numéro au moins égal & 1 (numéro d’une boule déja tirée).

e Calcul de P(X, > j). a) L’égalité est évidente sin =0 et n = 1.

b) Soit j € {2,---,n}. Si l'on effectue j tirages, le résultat de ces j tirages est une des n/ j-listes de {1,--- ,n}. Alors P(X, > j) est la
probabilité d’obtenir lors des j premiers tirages une suite strictement décroissante (p1,--- ,p;) de {1,--- ,n} : p1 > p2 > --- > p; ou pour
tout k € [1, 5], px est le numéro de la k-iéme boule tirée. Comme lapplication associant & chaque suite strictement décroissante (p1,- - ,p;)
de {1,--- ,n} le sous-ensemble {p1,--- ,p;} de {1,--- ,n} est bijective (en effet il y a une seule fagon d’ordonner les éléments d’une partie

n
de {1,--- ,n} en une suite strictement décroissante), on a donc card(X, > j) = ( ) et, par équiprobabilité des résultats élémentaires,
J

. card(X, > j) (?)
nJ nJ
¢)Sij>n+1, P(Xp > j) =0 car Pévénement (X, > j) est impossible. Donc I'égalité demandée est vérifiée car (?) =0.

Remarque : Le calcul de P(Xy > j) a été implicitement effectué en considérant l’espace probabilisé des j-listes de {1,--- ,n} muni de la
probabilité uniforme (équiprobabilité).

2.Soit j€{2,--- ,n+1}.Ona(Xp>j—1) = (Xn=7)U(Xn >j),donc P(X, =3j)=P(Xn >j—1)— P(X, >j) et par 1. :
mc.

P(Xn=J)= "7 =5
n+1 n+1 ’ﬂ
3.0na: E(Xy) Z]P Xn=7)= Z2j(uj_1—uj) ou uj:ﬁ‘Ainsi:
=
u fasy 1 &y 1 1
— — — n
E(Xn)—jzjl j+Du Z]ug =2 +Zu] — Unt1 —2+Z( )nj _Jz:;)(])ﬁ =1+
par la formule du binéme de Newton. Et classiquement, lim FE(X,)= lim " In(l+3) — ¢
n——+oo n—+4o0o

Exercice9. [Exercice n°®14-TD 12] Soit k € N* (fixé).
1 n—1 ,]
1. Calculer lim = =)k,
er M5 2.G)

2. k urnes contiennent chacune n boules numérotées de 1 & n. On extrait au hasard une boule de chaque urne.
Soit Xy, la v.a. égale au plus grand des k numéros obtenus.

2. a. Soit j € {1,--- ,n}. Calculer P(X,, < j).
2. b. Déterminer la loi de X,,.

2. c. Déterminer un équivalent de F(X,) quand n tend vers +oco.

1 .
Solution : 1. Sp = — Z:(l)]C est une somme de Riemann associée & la fonction continue f : z + xF et la subdivision (réguliére)
nin

k 3N

= /k € [0,n]} du segment [0, 1]. D’ou llm S —/ .
{/k€0,n]} g [0,1] n fl)de = —— 1
2. a. Notons Y; la v.a. égale au numéro de la boule extraite de I'urne n° i (i € [1,k]). Les v.a. Y1, -+ , Yy, sont implicitement mutuellement
indépendantes et chacune de loi uniforme sur [1,n]. On a (X, < j) = (max(Y1,---,Yx) <j)= Y1 <j)n---N (Y <j) car le maximum

des numéros des boules tirées est inférieur ou égal a j si et seulement si chacun des k numéros tirés est inférieur ou égal a j. Donc par
indépendance mutuelle :

P(Xn )| = PO <3)- PG <) =| (2)F

4




. . o1
(car P(Y1 SJ)ZP(Yl:1)+~~~+P(Y1:]):]~;).
1
2.b.Ona: P(Xp,=1)=P(Xn<1)=(=)Fetsije{2---,n}, comme (X, <j) = (Xn=5)U(Xn <j—1),
n inc.

P(Xp =j) = P(Xn <j) = P(Xn <j—1)

j i—1
et par 1. | P(X, =j) = (l)k — (J—)k (égalité vérifiée aussi pour j = 1).
n n

- j

2. c.Ona: E(Xy) P(X = j(uj —uj_1) ot uj = (=)*. Ainsi :
n) Z] =7) ;]( J j—1) J (n)
n n n—1 1 n—1 j
LESED SUTE ST S TR IR SR POt
j=1 j=1 j=n J=J/D
B(X 12 1 k k
Et d’aprés 1. lim B(Xn) = lim 1-— Z (l)k =1— —— = ——. En d’autres termes : | E(X,) ~ ——n
n—+oco 1 n—-+oo n]:w n k+1 k+1 n—+oo k+ 1

Exercice 10. [Exercice n° 15-TD 12] Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. On note V(X)) sa variance.
1. Prouver que pour tout m € R, V(X) < E[(X —m)?2].
(b—a)

7

(X) <

2. On suppose qu’il existe (a,b) € R?

)

Solution. 1. Par linéarité de I'espérance, E[(X — m)?] = E[X2? — 2mX + m?] = E(X?) — 2mE(X) +m? donc
E[(X —m)?] - V(X) = E[(X —m)?] = (B(X?) - E(X)?) =m? — 2mE(X) + E(X)? = (m — E(X))? ¢ RT
d’ott E[(X —m)?] > V(X).

b— b—a)?
2. Par hypothése, |Y| < Ta, donc Y2 < Q. En utilisant 1. avec m = aTH) et la croissance de ’espérance, on obtient :
b— 2
V(X) < B(Y?) < %

Exercice 11. Soit X une variable aléatoire d’espérance p et de variance o2. Soit a > 0.

1. Calculer 'espérance de la variable aléatoire Y = (a(X — p) + o).

2. Montre e P(X >
ntrer que P( u+ao) < TTar

Solution : 1. Utilisons la linéarité de I'espérance. Comme Y = o?(X — )2 + 2a0(X — u) + o2, on obtient que
E(Y)=a?E(X — n)?) 4 2a0(E(X) — p) + E(c?) = o?V(X) 4+ 62 = 62(1 + ?).
2. On remarque que (X > pu+ac) C (Y > 0?(1+a?)?). En utilisant Iinégalité de Markov avec la v.a. Y qui est bien positive et d’espérance
finie, on obtient effectivement d’aprés 1. que :
E(Y) 1

P(X > < P(Y > 021 22y < =
(X 2 p+aoc) <PY 207 +a))_02(1+a2)2( Tra?

).

Exercice 12. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N* suivant la méme loi géométrique de paramétre
p €]0,1].
1. Calculer P(X =Y).
“+ oo
2. a. Soit n € N*. Justifier que P(X =Y =n) = Y _ P(Y = k)P(X =n+k).
k=1
2. b. Déterminer la loi de T'= | X — Y.

—+o0

Solution : 1.0na: (X =Y)= U ((X =n)Nn (Y =n)). La suite d’événements ((X =n) N (Y = n))pen+ étant une suite d’événements
n=1

deuz a deux incompatibles, on a donc :

+oo
P(X=Y)=>_ P(X=n)n(Y =n)).
=1

Et comme les v.a. X et Y sont indépendantes (et de méme loi géométrique de paramétre p) :

+o00 +oo +o00o 2
P(X=Y)= ZP WP =n)= Y P(X =n)’=p* > (1-p)")" " =0 Y (1 -p))" = 1~ =L
n=1 n=1

- (1-p? 2—-p

+oo
2.a.0na: (X-Y =n)= U (Y = k)N (X =n+k)). La suite d’événements ((Y = n)N (X = n+k))ren+ étant une suite d’événements

n=1
deuz a deux incompatibles, on a donc :

P(X-Y=n)=Y P(Y=knN(X=n+k)).
n=1

5



“+oo
Et comme les v.a. X et Y sont indépendantes : P(X —Y =n) = Z P(Y =k)P(X =n+k).
k=1

2. b. La v.a. T est a valeurs dans N. Remarquons tout d’abord que P(T'=0)=P(X =Y) = 2L (cf. 1.)
-Dp

Considérons maintenant n € N*. Ona: (T'=n) = (X —Y =n)U (Y — X = n). Les deux événements (X —Y =n) et (Y — X = n) étant
incompatibles et X et Y suivant la méme loi géométrique de paramétre p, on obtient avec 2. a. que :

+oo
P(T=n) = PX-Y=n)+PY-X=n)=>» PY=KP(X=n+k)+>» PX=kPY=n+k)
k=1 k=1
oo +oo +oo
= 2) PY=RPX=n+k)=2p" (1-p)" ' (1-p)" =201 —p)" > (1 -p)*)*"
k=1 k=1 k=1

400
2p
2\k
"y (M -p)P)E = 5 (="
k=0 p
3. Deux questions supplémentaires pour s’entrainer.

3. a. Calculer P(X >Y). Réponse : ;%Z.

m—1
3. b. Soit m € N* fixé. Calculer P(X > mY’). Réponse : %.

Exercice 13. Soit (Xj)ren+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telle que pour tout k& € N* :

P(Xy=-1)=1—p et P(Xy =1)=p, avec p €]0,1[.
n
On note pour tout n € N*, Y, = H X}. Déterminer P(Y, = 1) en calculant de deux fagons I’espérance de Y, et premser hm P(Y, =1).
OO
k=1

Solution : Pour tout k € N*, E(Xy) =(—-1)- P(Xp =—-1)4+1-P(Xpy=1)=—1—-p)+p=2p—1.

Soit n € N*. Comme la v.a. Y, est a valeurs dans {—1,1},ona: P(Y, = -1)+ P(Y, =1)=1.

Calculons maintenant E(Y,) de deux fagons. D’une part, en utilisant la définition de I’espérance d’une v.a. finie :
EY,)=(-1)-PYn=-1)4+1-PY,=1)=—1-PY,=1)+P(Yp,=1)=2P(Y,=1) -1

et d’autre part, comme la suite (X )ren+ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes (de méme loi), on a d’aprés le

cours :
n

H (xXp)=[[@-1)=@-1m
k=1

k=1

1
Dou2P(Y,=1)—-1=02p—1)"et P(Yn=1) = ( i . Comme 2p — 1 €] —1,1], lir_E PY,=1)=-.
n— o0

Exercice 14. Soient p €]0,1[ et X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que X suit la loi de Poisson de parameétre
A > 0 et que, pour tout n € N, la loi conditionnelle de Y sachant (X = n) est la loi binomiale de paramétres n et p. Déterminer la loi de Y.

Solution : Soit n € N. La loi conditionnelle de Y sachant (X = n) est par hypothése la loi binomiale B(n,p) :

Vk € [0,n], P(Y = k|X =n) = (:)pk(l —p)nk,

Soit k € N. Comme (Y = U Yy )N (X =mn)) (union d’événements deux a deux incompatibles), on a donc :
+oo
P(Y=k) = > P(Y=knN(X=n)
= = AAT N g k
= P(X =n)P(Y = k|X =n) = AL 1—p)—
3P =mP =KX =m) =3 c ~()pta-n

_ Z (1 pyi—k — =2 O §X (A —p)"
El(n k)'

k
IS ()\P) A=p) _ o—xp (AP)
k! k!
Donc la loi de Y est la loi de Poisson de parameétre Ap : Y < P(Ap).

Exercice 15. [Exercice n°21-TD 12] Soient n € N*, p €]0,1[ et k € N. Soit X,, une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, p).
1. Montrer que lim P(X, <k)=0.
n—oo

2. Vérifier que si n > %, (Xn < k) C(|Xn —np| > np — k) puis retrouver le résultat de la question précédente.

k k k
Solution. 1. Pour tout n >k, P(Xn < k)= P(Xpn=4)=_ ( Ve -p)m =3 -p) ()1 -p)
j=0 j=0 =0 J



n nn—1)---(n—(Qy—1 nJ .
Or pour tout j € [0, k], ( ) = ( ) ( G ) ~ — et lim n?(1—p)" =0 par croissances comparées car 1 — p €]0,1].
J ! n—+oo j! n——+oo

Donc pour tout j € [0,k], lim P(X, =j)=0et lim P(X, <k)=0 (somme de (k+ 1) suites tendant vers 0 quand n tend vers +o0).
n— n—oo

“+ o0

2. On rappelle que E(X,) =np et V(X,) = np(1l — p). Soit n > %. Alors np — k > 0 et
(I Xn = np| 2 np — k) = (Xn —np) < —(np = k)) U((Xn —np) 2 (np — k) = (Xn < k) U Xy > 2np — k).
Donc (Xn < k) C (| Xn —np| > np — k) = (|Xn — E(Xn)| > np — k) et en utilisant I'inégalité de Tchebychev avec X, :
V(Sn) _ np(1—p)
(np—k)?  (np—k)>

1-— 1-— 1
D’ou lim P(X, < k) =0 par le théoréme des gendarmes car M ~ =P 2 0.
noee (np—k)2 n—>4o0 p  m nmn—too

0< P(Xn <k) < P(IXn —np| 2np —k) <

Exercice 16. [Exercice n°25-TD 12] Soient X et Y deux v.a. définies sur un méme espace probabilisé, & valeurs dans N, telles que :
Vi, k) € N2, P((X = )N (Y = k) = C( + k)27 =+,
1. Déterminer la valeur de C.

2. Déterminer les lois marginales du couple (X,Y). Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?
3. Calculer P(X =Y).

+o0o +oo
Solution. 1. On doit avoir Z Z P(X =j)Nn(Y =k)) =1, c’est-a-dire
=0 k=0
+oo 4o ) +o0 +oo ] +o0 ] +oo +oo ) +oo
DS RCRIES 30 SERTERE JEly SIP) SERTRS SPT) STES IEps
=0 k=0 =0 k=0 =0 k=0 j=0 k=0
=< 1 = 1 ’ x
Or Vz €] — 1,1], " = et nz" =z nz" =gz (—) = —— (%% ar dérivation terme a terme de la somme de
LSt S =S () = g o) (oo dire
la série entiére Z 2" sur son intervalle ouvert de convergence | — 1, 1[), donc pour z = % :

n>0

400 —+o0
Soh =3 "n2T" =2 (kx4
n=0 n=0

Dot (x) ©8C =1 C= 1.
2. Soit j € N. En utilisant (* * %), on obtient :

kg k
X=j)= ZP DNy =k) = 2]22 2]21&2 )_2J+2
N k41
De méme pour tout k € N, P(Y = k) = Z P(X Ny =k)) = Z P(( yNY =4)=P(X =k)= TR
Les v.a. X et Y ont donc la méme loi de probablhte mais elles ne sont pas indépendantes car
1
P(X=0N({Y =0)=0#£PX=0)PY =0)(= E)
—+o0
3.0na: (X=Y)= U (X =n,Y =n) (union d’événements deux a deux incompatibles) d’ou
n=0
= 112 13X 1 1 1 1
_ _ _ _ _ = —2n _ i Y 4 _ =
P(X=Y)= ZP(X_n,Y_n)_ 5 Zznz = Zn(4) = iG-Ip o
n=0 n=0 n=0 4

d’aprés (xx) avec x = i.

Exercice 17. Soient X et Y deux v.a. définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans N, telles que :

V(j, k) € N2, P((X = )N (Y = k)) = —

Ikl
1. Déterminer la valeur de a.
2. Déterminer les lois marginales du couple (X,Y). Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Exprimer P(X =Y) sous la forme d’une somme de série convergente (que 1’on ne cherchera pas a calculer).

Solution. 1. Comme Q = U U ((X =4)N (Y =k)) (union dénombrable d’événements deux & deux incompatibles), on a :
JjENKEN

+o00 +o0

=Y > P(X=5H)n¥ =k)=

Jj=0k=0



c’est-a-dire :

+oo 4o +o0o 1 o0 1
D AEDINIE

ou encore ae2 = 1. D’otl @ = e 2.

2. Les v.a. X et Y suivent la méme loi de probabilité de Poisson de paramétre 1 et sont indépendantes. En effet,
400

. . a 1 ae 1 17
opourtouthN,P(X:]):ZP(( =j)nN  =k)) = ik 17(:61,—'),
= 3! 7! 7!
= . atX1 ae 11
opourtoutkEN,P(Y:k):ZP((X:])ﬁ(Y:k)):E ST
j=0 Y=o : :
J i
) 5 ) e 2 41 1 .
e pour tout (],k)EN,P((X:j)ﬁ(Y:k)):Tk':e o€ E:P(X:j)P(Y:k).
k! J! !

3.0na: (X=Y)= U ((X =n)U (Y =n)) (union d’événements deux & deux incompatibles) d’ou :

P(X:Y):zo:oP((X:n)ﬂ(Y:

Exercice 18. [Exercice n°27-TD 12 ] Soient X et Y deux v.a. indépendantes telles que X — B(n,p) et Y — B(m,p).
1. Déterminer la fonction génératrice de X + Y. En déduire la loi de X + Y.
k
2. En redéterminant directement la loi de X + Y, déduire de 1. que Z <n> (km ) _ <n J; m) (formule de Vandermonde).
—0o J -J
Jj=0
3. Soit k € [0,n 4+ m]. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que X +Y = k.
Remarque. Cette loi est appelée loi hypergéométriqgue H(k,n,m), de paramétres k, n et m.

4. Une urne contient n boules blanches et m boules noires. On tire k boules de 1'urne.
Soit Z la v.a. égale au nombre de boules blanches obtenus. Déterminer la loi de Z.

Solution : Posonsq=1—p

1. Par indépendance de X et Y, on a, pour tout t € R, Gx4y(t) = Gx(#)Gy(t) = (1 —p+pt)*(1 —p +pt)™ = (1 — p + pt)™T™. On
reconnait la fonction génératrice d’une v.a. suivant la loi binomiale B(m + n,p). Et comme deux v.a ayant la méme fonction génératrice
suivent la méme loi de probabilité, la loi de X 4+ Y est donc la loi binomiale B(n + m, p).

2. Déterminons directement de la loi de X +Y. On a: (X +Y)(Q2) = [0,n + m]. Pour tout k& € [0,n 4+ m],
(xX+Y =k = J(X=0)n (¥ =k—1)

(certains événements pouvant étre impossibles) et, par incompatibilité et indépendance de X et Y :

P(X+Y =k) = zk:P((X:i)m(Y:k—i)):Zk:P(X:i)P(Y:k—i)
i=0 =0
- (e
=0
k
B szo (D)) ot

Or d’aprés 1. P(X +Y =k) = <m ]—: n)pkq”er*k d’ou ’égalité (de Vandermonde) cherchée.
3. Soit k € [0,n + m]. Pour tout j € [0,n] :

PX—i/X+y —k) - PUX=D0X4Y =)  P(X=j)0( =k=))

P(X+Y =k) P(X+Y =k)
_ Qe (et ()
(") pkgntmk (G

Remarquons que cette probabilité conditionnelle est nulle si j > k.

4. La v. a. Z est a valeurs dans [0, min(n,k)]. Il y a ("+m) fagons de choisir k boules simultanément parmi les n + m boules de 'urne.

Soit j € [0, min(n, k)]. Pour constituer un sous-ensemble de k boules de 'urne contenant j boules blanches et k — j boules noires, il faut
choisir j boules blanches parmi les n boules blanches de I'urne : il y a (?) fagons de faire ce choix, et il faut choisir les k — j boules noires

parmi les m boules noires de 'urne : il y a (kT]) fagons de faire ce choix. Par principe multiplicatif, il y a finalement (?) . (krf]) fagons de
choisir un sous-ensemble de k boules de I'urne contenant j boules blanches et k — j noires (nombre de "cas favorables").
Comme il y a implicitement équiprobabilité du choix de ces k boules parmi les n + m boules de 'urne, on a donc :
n m
06

"%

P(Z =3j) =

En conclusion, la loi de Z est la loi H(k,n, m).



min(n,k)

Remarque. Les événements (Z = 0),(Z =1),...,(Z = min(n, k)) formant un systéme complet d’événements, on a : Z P(Z=j)=1
Jj=0
min(n,k) n m n4m
et on retrouve I’égalité de Vandermonde : Z ( ) . ( ) = ( )
s j k—7 k

Exercice 19. Soit X une variable aléatoire réelle discréte définie sur un espace probabilisé (2, A, P).
On note eX la variable aléatoire w — e (<),

1. Soit A € R. Soit f : R —]0, +o0[ une fonction croissante telle que la v.a f(X) est d’espérance finie.

Justifier que :

E[f(X

px > 2 < EUOOL
ACY

2. Un ezemple. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N*, de loi géométrique de paramétre p €]0, 1[.
Déterminer une CNS sur p pour que eX soit d’espérance finie et calculer dans ce cas E[eX].
3. On suppose que eX
Sn:X1+"'+Xn~
3. a. Calculer E[eSn] en fonction de n et .

3. b. Soit a € R. Justifier que P(Sp > na) < (ue™%)".

est d’espérance finie p. Soient Xi,---,X, des v.a. mutuellement indépendantes et de méme loi que X. Soit

Solution. 1. Comme f est croissante, (X > A) C (f(X) > f(A)) donc P(X > A) < P(f(X) > f(A\)). Et comme la v.a. f(X) est
E[f(X
(strictement) positive, d’espérance finie et que f(\) est strictement positif, d’aprés I'inégalité de Markov, P(f(X) > f(A)) < %
D’ou I'inégalité demandée.
2. Rappelons que X (w) = N* et que, pour tout n € N*, P(X = n) = p(1—p)»~1. D’aprés le théoréme du transfert, eX est d’espérance finie
si et seulement si la série Z e""P(X = n) converge absolument, c’est-a-dire si et seulement si la série (géométrique) Z pe(e(l —p))" !
n>1 n>1
1
converge, donc si et seulement si |e(1 — p)| = e(1 — p) < 1. La CNS cherchée est donc p €]1 — —, 1] et, si cette condition est remplie, on a
p

alors :

+o0 +oo
— e _ =1 _ e e(l — n _ pe .
B(X) = n§:1 p(1-p) p nE:O( A=p))" =1 =)

3. a. Tout d’abord, par propriété de la fonction exponentielle, eSn = e ..eXn_Puis, X1,---, X, étant mutuellement indépendantes,
les v. a. eX1,... eXn sont aussi mutuellement indépendantes et, par théoréme, eSn est d’espérance finie égale au produit des espérances :

X1 .

B(eS) = BEX) - B(eX) = u”
car, par hypothése, E(eX1) = ... = E(eXn) = p.
3. b. Méme raisonnement qu’en 1. avec f = exp bijection strictement croissante de R sur RT*. Ici on a plus précisement
(Sn > na) = (57 > %)
et en utilisant I'inégalité de Markov avec la v. a. (strictement positive) eSn d’espérance finie u™ (cf. 3. a.) on obtient :

P(Sn > na) = P(eS" > &™) < M = (ue=)".

ena

Exercice 20. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles, chacune d’espérance finie, et telle que lil’_’I_I E(|Xn|) =0.
n— o0

Soit € > 0. Déterminer lim P(|X,| > ¢).
n—-+oo

Solution. On a liT P(]Xn| > €) = 0 par encadrement. En effet, en utilisant I'inégalité de Markov avec la v.a. | X, |, positive et d’espérance
n— oo

~ B(Xal)
&€

finie, on a, pour tout n € N*, 0 < P(|X,| > ¢)

Exercice 21. Soit (Xj)xen+ une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans {—1,1}, mutuel-

lement indépendantes, toutes de méme loi (dite de « Rademacher») avec, pour tout k € N* : P(X}, = —1) = P(X, =1) = 5

On pose pour tout n € N* S, = X1 4+ -+ + Xy

1. Soit n € N*. Calculer ’espérance et la variance de Sy,.

2. Soit m € N*. On pose pour tout t € R, ¢n(t) = E(cos(tSn)). Montrer que ¢, (t) = (cos(t))™.

3. Montrer par récurrence que pour tout n € N*| E(Sﬁ) = 3n? — 2n.

4. Montrer que pour tout n € N*, P(& > il) < 3
n ns n

o

Solution : 1.Ona: E(X1)=(-1)-P(X1=-1)+1-P(X1 =1)=0; E(X2) =1 car X7 est une v.a. constante égale a 1 et
V(X1) = B(X?) — (B(X1))? = B(X{) = 1.
9



Comme les v.a. X1,..., X, suivent la méme loi, E(X1) == E(Xn)=0et V(X1) = - =V(Xp) =1
Par linéarité de l’espérance, E(Sn) = E(X1)+-- -+ E(Xn) = nE(X1) = 0 et comme les v.a. X1,..., X, sont mutuellement indépendantes,

V(Sn) =V(X1)+-- 4+ V(Xn) =nV(X)) =n.

2. Récurrence sur n. Initialisation. 1’égalité est vraie pour n = 1 car, par le théoréme du transfert et la parité de la fonction cosinus :

E(cos(tS1)) = E(cos(tX1)) = %cos(—t) + 1 cos(t) = cos(t).

2
Hérédité. Supposons ’égalité vraie pour un certain n € N*. Comme Sy, 41 = Sn + Xn+1, en développant le cosinus d’une somme :
E(cos(tSn+1)) = E(cos(tSn +tXnt1)) = E(cos(tSn) cos(tXn4+1) — sin(¢Sn ) sin(¢Xn+1))

= E(cos(tSn) cos(tXn+1)) — E(sin(tSn) sin(tXn+1)) (linéarité de l'espérance).

Comme les v.a. ¢Sy, (fonction de X1, -, Xy) et tX,41 sont indépendantes, les v.a. cos(tSy) et cos(tXp+1) sont indépendantes ainsi que
les v.a. sin(¢tSy) et sin(tXp4+1), dou :

E(cos(tSn+1)) = E(cos(tSn))E(cos(tXn+1)) — E(sin(¢Sn))E(sin(tXn+1)).
Or, par le théoréme du transfert, sinus étant impaire : E(sin(tXp41)) = % sin(—t) + % sin(¢) = 0 donc :
E(cos(tSni1)) = E(cos(tSn))E(cos(tXni1)) = E(cos(tSn))E(cos(tX1)) = cos™ t - cost = cos™ 1 ¢.

3. Récurrence sur n. Initialisation. L'égalité est vraie pour n =1 car la v.a. Sf = X} =1 et E(S}) = 1.

Hérédité. Supposons I’égalité vraie pour un certain n € N*. Comme Sy,+1 = Sp + Xp+1, on a, en utilisant la formule du binéme et la
linéarité de I’espérance :

E(Spi1) = E((Sn+ Xnt1)*) = E(Sp) +4E(S) Xnt1) + 6E(SE X7 1) + 4E(Sn X3 1) + E(Xp41)
E(SE) +4E(S3 Xnt1) + 6E(S2) + 4E(Sn X3 1) + 1.

car XZ+1 = XfLJrl =1.
Par indépendance des v.a. S3 et Xp,4+1 et des v.a. S5 et X,,41, et sachant de plus que E(Xp41) = E'(XS’H_I) =0 car XS+1 = Xp41, et
(cf. 1.) E(S2) = V(Syn) + E(Sn)? = V(S,) = n, on obtient finalement :
E(Sps1) = B(Sp) +4E(S})E(Xnt1) + 6E(S]) +4B(Sn) B(X7 1) +1
ElSH+6n+1=0Bn2—2n)+6n+1=3n>+4n+1=3(n+1)2 - 2(n+1) cqfd

7 7
4. On utilise I'inégalité de Markov avec S2 (v.a. positive d’espérance finie). Comme (S, > n8) C (S2 > n2) :

Sn 1 E(SA 3n? 3
P(En > L) P(s, 2 nd) < Ptz ad)y < P00 3 3
n ns nz nz nz

Exercice 22. Soit n € N*. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé¢ (2,.4, P), indépendantes, et telles

1
que : X(Q) =Y () = [1,n] et pour tout j € [1,n], P(X =j) = P(Y = j) = —. Déterminer laloide S =X +Y.
n

Solution : La variable aléatoire S prend ses valeurs dans [2, 2n].
Considérons I’événement (S = %) avec i € [2,2n] en distinguant deux cas suivant la valeur de % :

Casn®1:4€ [2,n+ 1]. Alors

i—1
(S=i)=(X=1LY=i-1)U(X=2Y=i-2)U--UX=i-1Y=1)=|J(X=kY =ik
k=1
puis, par incompatibilité des événements (X =1,Y =i —1),--- ,(X =i—1,Y = 1) et indépendance de X et Y :
i—1 i—1 -1y i1
P(S:i):ZP(X:k,Y:i—k):ZP(X:k)P(Y:i—k):Zn—Q: —
k=1 k=1 k=1
car pour tout k € [1,7 — 1], k et ¢ — k appartiennent a [1,n].
Casn®2:14 € [n+2,2n]. Posons : i =n+ 1+ p avec p € [1,n — 1]. Alors
n
(S=i)=(X=p+1,Y=n)U---UX=nY=p+1)= |J X=kY=i-k)
k=p+1

Ezemples : (S=n+2)=(X=2Y=n)U---U(X=nY=2)et(S=2n—-1)=X=n-1,Y=nUX=nY=n-1).

Et par le méme raisonnement qu’en 1) :

n n
P(S=i)= > P(X=kY=i-k)= Y PX=kPY=i-k)=
k=p+1 k=p+1 k=p+1

car pour tout k € [p+ 1,n], ket i —k =n+ (p+ 1) — k appartiennent a [1,n].

Exercice 23. Soit (Xp,)nen* une suite de v.a. définies sur (2, A, P), deux & deux indépendantes, de méme loi de Bernoulli B(p).
n

Pour tout n € N*, on pose : S, = g Xk. Soit (un)pen+ une suite réelle telle que lirJrrl Up = p. Soit € > 0.
n—-+40oo
k=1

10



1. Justifier 'existence d’un entier N € N* tel que pour tout n > N, |un — p| < £ et prouver que
S S €
Vn > N, (=% —un| > ) C (1= —pl > 7).
n n 2

S,
2. En déduire que lim P(|=% —up| > ¢) = 0.
n

n—-+oo

Indications. 1. L’existence de N découle immédiatement de la définition de liI}rl Up = D.
n— oo
. , Sn Sn
Raisonner par I'absurde en remarquant que |— — up| < |— — p| + |p — un|-
n n

S, €
2. Justifier que lir_E P(|=2 —p| > 5) = 0 et conclure avec le théoréme des gendarmes.
n—-4oo n

Exercice 24. Soit X une variable aléatoire telle que X (2) = N* et d’espérance finie.

1
1. Montrer que X est d’espérance finie.

1 1
E) > W Indication : utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3. Un ezemple. Soit X une v.a. suivant la loi géométrique de parametre p €]0, 1[. Calculer E(%) et retrouver l'inégalité de 2.

2. Montrer que E(

Solution : 1. La v.a. % est d’espérance finie d’aprés le théoréme du transfert. En effet, la série Z lP(X = n) converge (absolument)
n>1
par comparaison car Vn > 1, 0 < %P(X =n) < P(X = n) et la série Z P(X = n) converge, de somme égale & 1.
n>1
Remarque : Plus généralement, toute v.a. bornée est d’espérance finie.
2. Commencons par rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec deux variables aléatoires dont le carré est d’espérance finie :

[Inégalité de Cauchy-Schwarz] Soient U et V deux v.a. telles que U? et V2 soient d’espérance finie. Alors UV est d’espérance finie et :

|[E(UV)| < \/E(U?)\/E(V?).

L’inégalité demandée s’obtient alors en considérant U = vV X et V = sachant que 'on a : E(1) =1, E(X) >0 et E(%) > 0.

1
vX
3. Par le théoréme du transfert et le DSE(0) de —In(1 — z) :

1. =1 X1 L p Xa-pr P
B(4)= > SP(X =n)= > —p(l=p)"T = > =- In(p).
n=1

n=

H
=
|
bS]

1l reste a justifier que ’on a bien —ﬁ In(p) > pcar E(X) = %, c’est-a-dire In(p) < p— 1. Cette derniére inégalité résulte de la décroissance

sur ]0,1] z — = — 1 — In(x).

Exercice 25. Soit p un entier supérieur ou égal a 2. Soit (Un)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans {1, ...,p},
et toutes de méme loi uniforme sur {1,...,p}. On pose M, = max(Ui,...,Uy).

1. Justifier la convergence de la suite (E(Mn))nen+. Indication : étudier la monotonie de cette suite.
2. Soit k € {1,...,p}. Calculer P(M,, < k). En déduire la loi de M,.
3. Calculer lim E(My).

n—-+oo

Solution : 1. Tout d’abord E(My) existe car My, est une v.a. finie.
Comme M, < My41, on a: E(Myp) < E(Mp+1) par croissance de I'espérance. Autrement dit, la suite (E(Mpy))nen+ est croissante.

De plus, chaque v.a. Uy étant majorée par p, on a également M, < p et, par croissance de I’espérance, E(My) < p (I'espérance d’une v.a.
constante étant égale a la constante). Autrement dit, la suite (E(Mn))nen* est majorée par p.

Par le théoréme de la limite monotone, la suite (E(Mpy))nen* converge vers un réel £ < p.
2.4 Ona: (M, <k)=(Ui <k)Nn---N(Un < k) et par indépendance mutuelle supposée des v.a. Ui,...,Un,
k
P(My, <k)=PU1 <k)...P(U, <k)=PU <k)"=(-)"
p
car Uy,...,Uy, sont toutes de méme loi uniforme sur {1,...,p}.

1) Loi de My,. Ona: P(M, =1)=P(M, <1)= (%)" et pour tout k € {2,...,p},
k k-1
P(My = k) = P(My < k) — P(My < k— 1) = (5)n = (B L)
p p

car I’événement (M, < k) est 'union des deux événements incompatibles (M, = k) et (M, <k —1).
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3. On a donc :

Pk, k=10 Nk K k=1, Nk, R k.,
B = 2 MQ)" = (o)) = D KO = D M) = 3 k) _gk“)(?
p—1 k
= D k=G+10))C)" +p
k=0 p
p—1 p—1
= -y
k=0 P k=1 P

Remarque. On aurait pu éventuellement utiliser la proposition 5 du chapitre variables aléatoires suivante avec X = M, :
n
Soit X une v.a. & valeurs dans {0,--- ,n}. Alors E(X) = Z P(X > k).
k=1

-1
k P
Or pour chaque k € {1,...,p — 1} (fixé), 11111 (=)™ = 0 (suite géométrique de raison % €10, 1[, d’ou 11T (=)™ = 0 (somme de p
k=1

suites de limite nulle) et finalement, liI_’I_I E(My) =p.
n— oo

Exercice 26. Soit X une variable aléatoire positive telle que X2 est d’espérance finie. Prouver avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz que :

E(X)?2 < E(X%)P(X >0).

Solution. Rappelons que si 14 est la fonction indicatrice d’un événement A, E(14) = P(A). Comme X est a valeurs positives, on a :
X =X - 1x>0 et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, E(X)? = (E(X - 1x0))? < E(X?)E(1%s,) < E(X?)P(X > 0).
——

=lx>o0
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