Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. A rendre le 29. 1. 2025.

Devoir de mathématiques n° 8.

Exercice. On note E(X) (resp. V(X)) l'espérance (resp. la variance) d’une variable aléatoire X si elles existent.
Soit r € N* et n € N, supérieur ou égal a 2.

On repartit au hasard r boules numérotées de 1 a r dans n urnes numérotées de 1 a n.

On note N, le nombre d’urnes vides, et, pour tout j € [1,n], A; 'événement : « 'urne n° j est vide ».

1. Calculer 'espérance de la variable aléatoire X; égale a 1 si ’événement A; est réalisé et a 0 sinon.
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En déduire que E(N,) =n(1 — ﬁ)r

2. Montrer que E(N?) = n(1 — l)r +n(n—1)1 - E)T
n n
e On suppose désormais que r = 1, dépend de n et que 1ir£ % =ceR".
. Nn L, . . Nn —c\2
3. Calculer lim V(="). En déduire que lim E((— —e °)*) =0.
n—-+o00 n n—-+4oo n

Nn —c
4. Soit € > 0. Prouver que lim P(|7 —e ‘|>¢e)=0.

n—-—+oo

Probléme 1. Soit (Xj)ren+ une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans {—1,1},
mutuellement indépendantes, toutes de méme loi avec, pour tout & € N* :
PXp=-1)=1—-pet P(Xpx=1)=p
o p €]0,1[. On pose Sop =0 et pour tout n € N*, S,, = X7 + -+ + X,,.
1. Soit n € N*. Calculer l'espérance de S,. Justifier que la variance de S, est égale & 4np(1 — p).
2. On suppose dans cette question que p E]%, 1[. Vérifier que E(S,) > 0.
2. a. Soit n € N*. Montrer que (S, < 0) C (|Sn — E(S»)| > E(Sn)).
2. b. En déduire avec I'inégalité de Tchebychev que liIE P(S, <0)=0.

On suppose désormais que p = %

3. a. Soit n € N. Calculer P(San+1 = 0).

1
3. b. Soit n € N*. Justifier que P(S2, = 0) = (*") - (3)*". Déduire de la formule de Stirling que P(S2p, =0) ~ ——

n n—+oo \/ﬁ
et préciser la nature de la série Z P(S2, =0).
n>0
3. c. Rappeler le DSE(0) de (1+¢)® pour t €] — 1,1[ et & € R\ N. En déduire que pour tout = €] —1,1],

1
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P(S,=0)z" = ———.
;O ( V¥ = e
4. Calculer P(S2 # 0,54 =0).

5. a. Vérifier que (S2 = 0,56 =0) = (S2 = 0,56 — S2 = 0). En déduire P(S2 = 0,56 =0).
Remarquer que Sz et S¢ — S2 sont indépendantes et que Sg — Sa suit la méme loi que Sy.

5. b. Vérifier que (S2 # 0,51 = 0,56 =0) = (52 # 0,54 =0, X5 + X6 = 0).
En déduire que P(S2 # 0,54 = 0,5 =0) = P(S2 # 0,54 = 0)P(S2 = 0).

5. c. En déduire P(S2 # 0,54 # 0,56 = 0).
Les questions suivantes 6,7,8,9 sont facultatives.
Notons désormais Bi ’événement (S1 = 0), B2 I'événement (S1 # 0,52 = 0) et plus généralement, pour tout k > 2, By

Iévénement : (S1 # 0,52 #0,---,Sk—1 # 0,Sk = 0). On observera que By, est un événement impossible si k est impair.
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Notons enfin pour simplifier u,, = P(S, = 0), b, = P(B,) et pour tout z €] — 1, 1], g(z) = Z bnz™.
n=1

((Sn = 0) N By). En déduire que u,, = Zbkunfk-

C:=

6. Soit n € N*. Vérifier que (S, =0) =

k=1 k=1
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7. Montrer en effectuant un produit de Cauchy que pour tout z €] — 1, 1], Z upz" = g(x) - Z UpT".
n=1 n=0

8. Déduire de 7. et de (1) que pour tout = €] —1,1[, g(z) =1 — (1 — xQ)%.
9. Donner le DSE(0) de g sur | — 1, 1] et déduire de la question précédente que pour tout entier n > 2,
1-3---(2n—3)  P(S2, =0)

ban = =
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Probléme 2. Ftude de deuz endomorphismes de M2(R). Les deuz parties A et B sont indépendantes.
Partie A. Soit f l'application de M2(R) dans M2 (R) telle que :
a b d -b
VM—(C d) € M2(R), f(M)—( a)'

—C

. Vérifier que f € L(M2(R)) et justifier que f est une symétrie vectorielle.

a. Vérifier que V(M, N) € M2(R)?, f(MN) = f(N)f(M).

. b. Soit M € M2(R). Montrer que si M est inversible, alors f(M) est inversible et déduire de 2. a. que f(M)™" = f(M™1).
. c. Soient A et B deux matrices semblables de M2 (R). Montrer que f(A) est semblable a f(B).
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. a. Vérifier que N et D sont deux sous-espaces vectoriels de M2 (IR) dont on précisera les dimensions.

. On nOteN: {M €M2(R)/tr(M) :0} et D= {GIQ/CLGR} ou IQ = <1 O)

o

3. b. Prouver que M3(R) =N @ D et que f est la symétrie vectorielle par rapport a D, de direction N.

b
d

. Vérifier que g4 € L(M2(R)).

. a. Ecrire la matrice de ga dans la base canonique (E11, F12, E21, E22) de M2(R).

M2(R) — MQ(R).

. . a
Partie B. Soit A = (c M L AM

) € M2(R). On considére Papplication ga :

. b. Etablir une relation entre la trace de ga et la trace de A.

. a. On suppose A inversible. Vérifier que ga est bijective et que g;,l =9, 1
. b. Réciprogue. On suppose que application g4 est bijective. Prouver que A est inversible.

. Soit A € R. Démontrer que A est une valeur propre de g4 si et seulement si A\ est une valeur propre de A.

. Exzemple. Soit A = (g _11> € M2 (R).
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Déterminer les éléments propres de la matrice A et les éléments propres de ’endomorphisme ga.



