Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Algébre linéaire.

Rang, dimension.

Dans ce chapitre, K =R ou C.

1 Rang d’une famille finie de vecteurs.

Soit E un Kev. Soit p € N*. Soit U = (u1,- -+ ,up) une famille de p vecteurs de E. Rappelons que p est le cardinal de U, noté card(U).

Définition 1 L’ensemble des combinaisons linéaires de u1,--- ,up est un sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace vectoriel engendré
par U et noté Vect(U). Autrement dit, Vect(U) = {a1u1 + -+ + apup/(a1,--- ,ap) € KP}.

Proposition 1 Vect(U) est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de linclusion) contenant ui,--- ,up.

Preuve. Vérifions tout d’abord que Vect(U) est bien un sev de E : (i) Vect(U) # 0 car Og = Ouy + - - - + Oup € Vect(U).
P

P

(4i) Soient z,y € Vect(U) et a € K. Il existe 1, ,Zp,y1, - ,Yp € K tels que z = Zxkuk ety = Zykuk.
k=1 k=1

P

Donc az +y = Z(aa:k + yr)ug € Vect(U).
k=1

De plus, si F est un sev de E contenant ui,--- ,up, F' contient toutes les combinaisons linéaires des vecteurs ui,--- ,up. Autrement dit,
Vect(U) C F. d

Définition 2 Le rang de U, noté rg(U), est la dimension de Vect(U).
Remarque 1 Si E est de dimension finie, rg(U) = dim Vect(U) < dim E car Vect(U) est un sev de E.

Proposition 2 1. rg(U) < p = card(U).
2. rg(U) = p si et seulement si U est libre.
3. rg(U) = max{card(L), L C U, L libre}.

Preuve. Rappelons que le nombre d’éléments d’une famille génératrice (resp. libre) d’un espace vectoriel (de dimension finie) est supérieur
(resp. inférieur) ou égal a la dimension de cet espace.

1. Comme U est une famille génératrice de Vect(U), card(U) > dim Vect(U), i.e p > rg(U).

2. a. Supposons rg(U) = p, i.e card(U) = dim Vect(U). Comme U engendre Vect(U), U est alors une base de Vect(U) et donc une famille
libre.

2. b. Si U est libre, U est une base de Vect(U) car U est une famille génératrice de Vect(U). Donc rg(U) = card(U) = p.

3. On peut extraire de la famille U (génératrice de Vect(U)) une famille (libre) B telle que B soit une base de Vect(U). On a alors
rg(U) = card(B). De plus, si L C U est libre, £ étant une famille libre de Vect(U), on a card(L) < rg(U) = card(B). g

Exzemple. Soient u; = (1,-1,1), ug = (—1,1,—1), uzg = (0,1,1) et ug = (1,0, 2). Déterminer rg(u1, uz,us,us).

La proposition suivante, dans laquelle E est supposé de dimension finie n > 2, est importante en pratique :

Proposition 3 [Famille triangulaire par rapport & une base.]Soit (e1,...,en) une base de E.
Soit p € {1,...,n}. Si, pour tout j € {1,...,p}, uj € Vect(ej,...,en) et la composante de uj sur e; est non nulle, alors U = (u1,...,up)
est une famille libre de E.

Preuve. Posons u; = ajjej + -+ + anjen, ot aj; # 0. Soient by,...,bp € K tels que S = biuy + --- + bpup = Og (*). En remplagant dans
(*) u1,...,up par leurs combinaisons linéaires en les vecteurs ey, ..., e,, on obtient que la coordonnée (nulle) de S suivant e; est biaig
d’ott by =0 et S =bouz + -+ + bpup = 0. Puis la coordonnée (nulle) de S suivant ez est baazs d’ott ba = 0 etc. O

La proposition suivante décrit les transformations "élémentaires" que ’on peut opérer sur une famille de vecteurs sans en changer le rang
dans le but d’obtenir une famille triangulaire.

Proposition 4 [Opérations é&lémentaires].

1. Le rang de U est le rang de la famille formée des vecteurs non nuls de U.

2. Le rang de U reste inchangé si l’on permute les vecteurs de U.

3. Le rang de U reste inchangé si l’on multiplie un vecteur de U par un scalaire non nul.

4. Le rang de U reste inchangé si l’on ajoute a un des vecteurs de U une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Ezemple. Soient u1 = (3,5,1), uz = (0,2, —-2), ug = (2,0,4). Déterminer rg(u1,u2,us).



2 Produit d’espaces vectoriels.

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soient E1,---,Ep des K-ev. On vérifie sans difficultés que 'on munit "naturellement"
I’ensemble produit Eq X --- x E;, d’une structure d’espace vectoriel produit en définissant ’addition interne et la multiplication externe de
la fagon suivante :

Y(z1, - ,xp) EE1 X -+ X Ep,V(y1,-+- ,Yp) € E1 X -+ X Ep, VA €K,

(xlz"' ’l'p)+(y1"" ,yp)=(w1+y1,~~ 7xp+yp)§ )\(1'17"' 73712) =()\:E1,--~ 7)\xp)~

Proposition 5 Soient E1,--- , Ep des K-ev de dimension finie. Alors E1 x --- X E, est un espace vectoriel de dimension finie avec :

dimFE; X -+ X Ep =dim Fy + -+ + dim Ep.

Preuve. Récurrence sur p. Pour le cas p = 2, montrons que si (e1,--- ,en) (resp. (f1, -+, fp)) est une base de E; (resp. de E2), la famille
de couples F = ((e1,0m,), - »(en,08,), (08, f1), -+ ,(0g,, fp)) est une base de E1 X E2 (& n + p éléments) car génératrice et libre :

n P
e Soit (z,y) € E1 X F2. Posons : z = Zriei et y= Zyjfj‘ Alors
i=1 j=1

n

n P P
(z,9) = (2,08,) + 05,,y) = O zie:,0m,) + (0m,, >y ) = D wilei,0m,) + Y v;(0m,, f5)
i=1 =1

i=1 j=1

Donc F est une famille génératrice de E; X Es.

n p
e Soient x1,--+ ,Tn,y1, - ,Yp des scalaires tels que in(ei,0E2) + Zyj(OEl,fj) = (0g;,0m,).
i=1 j=1

n P
Posons © = Zziei et y = Zy]-fj. L’égalité précédente s'écrit alors : (z,y) = (0g,,0p,), c’est-d-dire x = Og, et y = Og,. D’on

i=1 j=1

1 =-=xp =0ety; = =yp =0 car les familles (e1,--- ,en) et (f1, -, fp) sont libres.
Donc F est une famille libre de E1 X FEs.

d
3 Rang d’une application linéaire. Isomorphisme. Théoréme du rang.
3.1 Rang. Isomorphisme.
Soit E un Kev de dimension finie p et F' un Kev (non nécessairement de dimension finie). Soit f € L(E, F).

p

Soit (e1, -+ ,ep) une base de E. Soient y € Im f et x € E tels que y = f(x). Comme il existe 1, ,zp € Ktel que z = Z Trek, par linéa-

k=1

P
ritéde f,y = f(z) = Z zr f(ex). Doncy € Vect(f(e1), -, f(ep)). Réciproquement, siy € Vect(f(e1), -, f(ep)),lexiste x1, -+ ,zp € K
k=1

P P
tel que y = szf(ek) et par linéarité de f, y = f(z zrek). Donc y € Im f. Par conséquent, | Im f = Vect(f(e1), -, f(ep)) ‘ est de
k=1 k=1
dimension finie, inférieure ou égale a p.

Définition 3 On appelle rang de f, noté rg(f), la dimension de Im f.

Définition 4 Soient E et F' deur Kev. On dit que f est un isomorphisme de E sur F si f est une application linéaire et bijective de E
sur F. S’il existe un isomorphisme de E sur F', on dit que les espaces E et F' sont isomorphes.

Ezemple. Montrer que R3 et Ra[X] sont isomorphes.
Proposition 6 Soient E et F' deur Kev de dimension finies. Alors E et F' sont isomorphes < dim E = dim F'.

Preuve. e Supposons FE et F isomorphes. Soit f un isomorphisme de E sur F. Comme f est surjective, Im f = F. Soient p = dim E et
(e1,-+- ,ep) une base de E. On a montré précédemment que Im f = Vect(f(e1), -, f(ep)). Par conséquent, dim F = dimIm f < p =
dim E. En raisonnant de méme avec I'isomorphisme f~1 de F sur E, on obtient dim F < dim F. Donc dim E = dim F.

ee Supposons dim F = dim F' = n. Soient (e1,--- ,epn) une base de E et (e1,--- ,€n) une base de F. Soit f I'unique application linéaire de

n n
E dans F telle que Vk € {1,--- ,n}, f(ex) = ¢x. Rappelons que si x = Z Treg, f(z) = Z T €r. Montrons que f est une bijection de F

k=1 k=1
sur F.
(?) f est injective : en effet, comme (€1, - ,€pn) est une base (donc une famille libre) de F,
n n
z:Zwkek 6Kerf<:>2xkek:0F<:>a:1:-~~:zn:0<:>$:0E

k=1 k=1



donc Ker f = {0g}.

n n
(i) f est une surjection de F sur F : en effet, soit y = Z yrer € F,y € Im f car y = f(Z zreg). Donc Im f = F. O
k=1 k=1

La preuve précédente met en évidence le résultat suivant :

Remarque 2 Soient E et F' deuz K ev de méme dimension finie. Une application linéaire de E dans F' transformant une base de E en

une base de F est bijective. De méme (exercice), une application linéaire bijective de E dans F transforme une base de E en une base de
F.

Corollaire 1 Tout K ev de dimension finie n est isomorphe a K™.

Corollaire 2 Soient E et F deux Kev de dimensions finies. Alors dim L(E,F) = dim E - dim F.
En particulier, dim £(E) = (dim E)?.

Preuve. Posons dim ¥ = p et dim F' = n. La preuve de ce résultat est une conséquence du lemme important suivant :

L(E,F) —  Myp(K)

Lemme 1 Soit B (resp. C) une base de E (resp. de F). Soit m : [ —  Matp o(f)

My p(K).

est un isomorphisme de L(E,F) sur

Admettons provisoirement ce lemme. Comme L(E, F) et My, p(K) sont isomorphes et | dim My, ,(K) = np |,

dim £(E,F) =dim M, ,(K) =np =dim E - dim F’
Preuwve du Lemme 1. (i) m est linéaire. Soient f,g € L(E, F) et a € K. On sait que
Matp,c(af +g) = aMatp,c(f) + Matp,c(9),

iLe m(af + g) = am(f) +m(g).
(i) m est bijective. Posons B = (e1, -+ ,ep) et C = (e1,--- ,€n). Soit A = (a;;) € My p(K). L'unique antécédent de A par m est
Papplication linéaire f de E dans F telle que Vj =1,--- ,p, f(ej) = aije1 + -+ + anjen. O

3.2 Théoréme du rang. Applications.

Proposition 7 Soient E un Kev de dimension finie, F un Kev et f € L(E, F). Soit E1 un supplémentaire de Ker f dans E. Alors E; et
Im f sont isomorphes.

Preuve. Soit g : Exl : f](i:) . Comme f € L(E,F), g € L(E1,Imf). Soit ¢ € Kerg. On a: z € Ker f et « € E1 donc x = 0 (car
EiNnKer f = {0g}) et g est injective. Soit y € Im f, alors 3z € E tel que y = f(z). Or x = 1 + z2 avec 1 € E; et a2 € Ker f d’ou
y= f(z1+x2) = f(z1) + f(z2) = f(z1) = g(x1) donc y € Im g et g est surjective. Donc g est un isomorphisme de E; sur Im f. O

Théoréme 1 [Théoréme ou formule du rang].
Soient E un K ev de dimension finie, F un K ev et f € L(E, F). Alors

dim F = dim Ker f + dimIm f = dimKer f + rg(f).

Preuve. Utilisons les propositions 7 et 6. Comme FE; est un supplémentaire de Ker f dans E, isomorphe a Im f, on a dim E = dim Ker f +
dim F; = dimKer f + dimIm f. O

Théoréme 2 Soient E et F deuz Kev de méme dimension finie et f € L(E, F). Alors :

f est injective & f est surjective < f est bijective.

Preuve. 1l suffit de prouver que f injective < f surjective.

e Supposons f injective. Alors Ker f = {Og} et dim Ker f = 0. Par le théoréme du rang, dim F' = dim £ = dimIm f. Donc Im f = F' car
Im f est un sev de F', de méme dimension que F. D’ou f surjective.

ee Supposons f surjective. Alors Im f = F et dimIm f = dim F' = dim E. Par le théoréme du rang, dim Ker f = 0, c’est-a-dire Ker f =
{0g}. Donc f est injective. O

Corollaire 3 Soit E un Kev de dimension finie et f € L(E). Alors :

f est injective < f est surjective < f est bijective.



La proposition bien connue suivante peut se démontrer en utilisant le théoréme du rang :

Proposition 8 [Formule de Grassmann] Soient E un K ev de dimension finie et F', G deux sev de E. Alors
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).
En particulier, dim(F + G) < dim F + dim G.

FxG@ — F+@G

Preuve. Soit T : (@y) — a4y

. On vérifie facilement que T est linéaire. Par définition de F + G, T est surjective,i.eIm T = F+G
FNG — KerT

x —  (z,—x)
est linéaire et bijective. Ainsi les espaces (isomorphes) F' N G et Ker T sont de méme dimension. Il reste & appliquer le théoréme du rang
avec T, sachant que dim(F X G) = dim F + dim G (cf. proposition5) :

dim F + dim G = dim(F X G) = dimKer T + dimIm T = dim(F N G) + dim(F + G).

et donc rg(T') = dim(F+G). En outre, Ker T = {(z, —z)/x € FNG}. On vérifie aussi facilement que ’application c :

Proposition 9 Soient E un K ev de dimension finie et F1,--- ,Fp p sev de E. Alors F1 + - -+ F), est de dimension finie et :
dim(Fy +---+ Fp) < dim Fy +--- + dim F}

avec €galité si la somme F1 + --- 4+ Fp est directe.

Preuve. Récurrence sur p ou utiliser le théoréme du rang avec application linéaire (surjective) f de Fi X -+ X Fp, sur Fy + - - - + F}, définie
par :
f(:r17... ’mp) :zl+"'+$p~

|
4 R d’ tri
ang une matrice.
Définition 5 Soit A € My, p(K). Le rang de A, noté rg(A), est le rang de la famille des colonnes de A.
Si Ci,---,Cp sont les p colonnes de A, rg(A) est donc la dimension de Vect(C1,---,Cp), sev de My, 1(K).
Proposition 10 VA € M, ,(K), rg(A) < min(n,p).
Proposition 11 Soient E et F deux Kev de dimensions finies, B (resp. C) une base de E (resp. de F).
Soit f € L(E,F). Soit A= Matg,c(f). Alors rg(f) =rg(A).
alj
Preuve. Notons B = (e1,--- ,ep), C = (€1, - ,€n), A = (aij)1<i<n,1<j<p et pour tout 1 < j < p, C; = : la jiéme colonne de A.
anj
1 n
Considérons R : M, 1(K) — F, X = : — Zmzq R est clairement un isomorphisme de M, 1(K) sur F et, pour tout 1 < j < p,
. i=1
n
R(Cj) = Zaijﬁi = f(e;j). Comme R est injective, la restriction de R au sev Vect(Cy,---,Cp) de My 1(K) est un isomorphisme de

i=1
Vect(Cq,---,Cp) sur son image

R(VECt(CL e 7Cp)) = VECt(R(Cl)v ) R(CP)) = VeCt(f(€1)7 T :f(ep))'
On a alors :
rg(f) = dimImf = dim Vect(f(e1), -, f(ep)) = dim R(Vect(Cy,--- ,Cp)) = dim Vect(Cy,--- ,Cp) = rg(A).

Enfin, on rappelle le résultat suivant :

Proposition 12 VA € M, ,(K), rg(AT) = rg(A).

5 Interpolation de Lagrange.

Dans cette section, n € N*, et zg,-- ,xpn sont (n + 1) scalaires deux & deuz distincts.

Proposition 13 Soit (yo,- - ,yn) € K*T1. Il existe un unique polynome P € K, [X] tel que :
vk € IIO,?’I]], P(mk) = Yk-



Preuve. Considérons 1'application f de K, [X] dans K*+! définie par :
VP € Kn[X], f(P) = (P(z0), ..., P(zn)).
11 s’agit de prouver que V(yo,-..,yn) € K*1, P € K, [X] tel que : f(P) = (yo,--.,yn), en d’autres termes que f est bijective.
> f est lindaire : soient (P, Q) € Kp[X]? et « € K. On a:
flaP +Q) ((aP + Q)(20), .-, (P + Q)(zn)) = (aP(z0) + Q(z0), - - -, aP(zn) + Q(zn))
= a(P(z0),...,P(zn)) + (Qz0); ..., Qzn)) = af(P) + f(Q)-

> f est injective car Ker f ne contient que le polynéme nul. En effet, si P € Ker f, les (n + 1) scalaires zo, - -+ ,xn sont des racines de P
et le polynéme nul est le seul polynéme, & coefficients dans K, de degré au plus n ayant plus de n racines.

> Comme dim K, [X] =n + 1 = dimK"*!, f est bien un isomorphisme de K, [X] sur K»*1 par le corollaire 3. O

k
Exercice 1. On note P 'unique polynéme de R,,[X] tel que Vk € {0,--- ,n}, P(k) = L Soit Q(X) = (X +1)P(X) — X.

1. Justifier I'existence de ¢ € R tel que Q(X) = ¢X(X —1)--- (X —n).
(_1)n+1

2. Montrer que ¢ = ————.

(n+ 1)!

n4+1+ (-1t

3. En déduire que P(n + 1) = 12
n

Soit i € [0,n]. Appliquons la proposition précédente avec (yo, - . -,yn) € K1 tel que y; = 1 et pour tout j € [0,n] \ {i}, y; =0:
il existe donc un unique polynéme de Ky [X], noté L;, tel que Li(z;) = 1 et pour tout j € [0,n] \ {¢}, Li(z;) = 0.

Définition 6 [Polyndmes d’interpolation de Lagrange associés & la liste (zg, - ,%n) de scalaires deux & deux distincts]
La famille des polynémes de Lagrange associés a la liste (zo, - ,xn) est lunique famille (Lo,...,Lyp) de Ky[X] telle que pour tout
1€ [o,n] :

Li(xz;) =1 et V5 € [0,n] \ {¢}, Li(z;) =0

Proposition 14 [Expression des polyndmes de Lagrange associés & la liste (zo, - ,Zzn) de scalaires deux & deux distincts]
X —xz;
Pour tout i € [0,n], L;y(X) = | | -7,
! Ti — Ty
0<j<n,
A

Preuve. Comme L; est de degré au plus n et admet pour racines les n scalaires distincts z;, j # 4, il existe un unique ¢ € K* tel que

LiX)=c [ (X-g).

0<j<n,
A
1
Or Li(z;) =1dotc= —— = H et finalement
(i —x5)  0<j<n, TiT%j
0<j<n, JF#L
e
—z
Lx)= ]I H X-z)= [T —2
0<j<n, T4 T T o<i<n 0<j<n, Ti T %]
KE e j#i
O
Proposition 15 La famille (Lo, ..., Ly) des polynémes de Lagmnge associés a la liste (zo, -+ ,xn) de scalaires deux & deux distincts est
une base de K, [X]. De plus, pour tout P € K,[X], Z P(x)Li(X

Prewve. > L = (Lo, ..., Ly) est une base de K, [X]. En effet, comme card(£) = n + 1 = dim K, [X], il suffit de prouver que L est libre :

n
Soit (ao, .- .,an) € K"t tel que agLo + - - - + anLyn = 0, c’est-a-dire tel que Vz € K, Z a;jL;(xz) =0. (%)
j=0
En considérant « = x; dans (x), on obtient directement a; = 0 car pour tout ¢ € [0,n], L;(z;) =1 et Vj € [0,n] \ {¢}, L;(xz;) = 0.
> Décomposons P € K, [X] dans la base £ : 3!(bo, . ..,bs) € K*1 tel que P(X) = boLo(X) + -+ + bnLn(X), c’est-a-dire tel que

Ve € K, P(z 2":

En considérant @ = xj, dans (%), on obtient directement P(xy) = by car pour tout k € [0,n], Ly (xzr) =1 et Vj € [0,n] \ {k}, L;(zx) =0.
O

n
Remarque 3 En considérant P(X) = 1 dans la proposition précédente, on obtient : Z Li(X)=1.
k=0

Exercice 2. Déterminer les trois polynémes de Lagrange L1, Lo, L3 associés a la liste (1,2, 3).
En déduire que I'unique polynéme P € Rz[X] tel que : P(1) = 4, P(2) = —1 et P(3) = —2 est le polynome P(X) = 2X?% — 11X + 13.



