Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Algeébre linéaire.

Réduction des endomorphismes et des matrices carrées.

1 Eléments propres.

1.1 Eléments propres d’un endomorphisme.

Définition 1 Soient E un Kev et f € L(E).

1. Soit A € K. On dit que X\ est une valeur propre de f s’l existe un vecteur x non nul de E tel que f(z) = Ax.

2. L’ensemble des valeurs propres de f s’appelle le spectre de f. Ce sous-ensemble de K, noté en général Spy(f), peut étre vide.
3. Soit X € Spr(f). Tout vecteur x non nul tel que f(x) = Az est appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre .

4. Soit A € Spx(f). Le noyau Ker(f — Mdg) = {x € E/f(z) = Az} est appelé sous-espace propre de f associé a la valeur propre .
Ce sous-espace vectoriel de E, noté en général Ex(f), est donc la réunion de l’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre
X et du singleton {0g}.

La proposition suivante est une conséquence immeédiate de la linéarité de f :

Proposition 1 Soit A € K. X\ est une valeur propre de f si et seulement si f — Aldg n’est pas injectif.
En particulier, 0 € Spi (f) si et seulement si f n'est pas injectif.

Remarque 1 Supposons E de dimension finie. Soient f € L(E) et A € K. Alors :

a. X\ est une valeur propre de f si et seulement si dim E(f) > 1.

b. A est une valeur propre de f si et seulement si f — A dg n’est pas bijectif. En effet :
f —Aldg est injectif ssi f — AN dg est surjectif ssi f — AN dg est bijectif.

1.2 Eléments propres d’une matrice carrée.

Soit A € My, (K). Soit f € L(K") canoniquement associé & A. Les éléments propres de A sont par définition les éléments propres de f.
Autrement dit :

Définition 2 1. On dit que A € K est une valeur propre de A s’il existe une colonne X non nulle de M, 1(K) telle que AX = AX.
2. L’ensemble des valeurs propres de A s’appelle le spectre de A. Ce sous-ensemble de K, noté en général Spg(A), peut étre vide.

3. Soit A € Spg(A). Une colonne X non nulle telle que AX = XX est un(e) vecteur (colonne) propre de A associé(e) a la valeur propre
A

4. Soit A € Spg(A). Le sous-ensemble {X € My 1(K)/ AX = AX} est le sous-espace propre de A associé & la valeur propre A. Ce
sous-espace vectoriel de My, 1(K), appelé aussi noyau de la matrice A — X, et noté en général Ey(A) ou encore Ker(A — A\I,), est donc
la réunion de ’ensemble des vecteurs (colonnes) propres associé(e)s a la valeur propre X et du singleton {0} formé de la matrice nulle de

Mnyl(]K)‘

Proposition 2 Soient A € K et A € Mn(K). X est une valeur propre de A si et seulement si A — A\, n'est pas inversible, donc si et
seulement si det(A — XI,) = 0 ou encore si et seulement si rg(A — A,) < n. En particulier, 0 € spx(A) st et seulement si A n’est pas
tnversible, donc si et seulement si det(A) =0 ou si et seulement si rg(A) < n.

Remarque 2 Soit A € My, (R). Comme My(R) C My(C), on considérera dans certains cas les éléments propres complezes de A, en
particulier spc(A).

1.3 Sous-espaces vectoriels stables et endomorphismes induits.

Définition 3 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit f € L(E).

i) On dit que F est stable par f si f(F) C F, c’est-a-dire si Yu € F, f(u) € F.
i) Si F est stable par f, Uendomorphisme fr de F défini par : Yu € F, frp(u) = f(u) est appelé endomorphisme induit par f sur F.

Remarque 3 1. {Og} et E sont stables par tout endomorphisme de E.

2. Ne pas confondre endomorphisme induit avec la notion plus générale de restriction : la restriction g € L(F, E) de f & un sev F de E
(pas nécessairement stable par f) est Uapplication linéaire de F dans E définie par : Vx € F, g(x) = f(x).

Lemme 1 Soient F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, (e, ..., ep) une base (ou une famille génératrice) de F, et f € L(E).
Alors F est stable par f si et seulement si Vi € [1,p], f(e;) € F.



Preuve. Soit © = z1e1 4+ -+ = zpep € F. Par linéarité de f, f(z) = z1f(e1) + - + zpf(ep) € F comme combinaison linéaire de
vecteurs du sev F.

|

Proposition 3 [Traduction matricielle de la stabilité] Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, F' un sous-espace vectoriel
de E de dimension p et B = (e1,...,en) une base adaptée a F, c’est-a-dire telle que B’ = (e1,...,ep) est une base de F. Soit f € L(E).
Alors F' est stable par f si et seulement si sa matrice dans la base B est triangulaire supérieure par blocs, c’est-a-dire de la forme :

Matg(f) = (é g)

avec A € Mp(K), B€ Mpn—p(K) et C € My,_p(K).

> Dans ce cas, A est la matrice dans la base B = (e1,...,ep) de F de fF.
Preuve. D’aprés le lemme précédent, F' = Vect(ey, ..., ep) est stable par f si et seulement si Vi € [1,p], f(e;) € Vect(eu,...,ep), autrement
dit si et seulement si les p premiéres colonnes de MatB(f) ont leurs n — p derniers coefficients nuls. O

Proposition 4 Soit f € L(E). Une droite vectorielle est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre de f.

Preuve. 1) Soit D = Vect(a) une droite stable par f (ot a un vecteur non nul de E). Comme a € D, f(a) € D, donc f(a) est colinéaire a
a : il existe A € K tel que f(a) = Aa. En d’autres termes, a est un vecteur propre de f pour la valeur propre .

1) Soit a un vecteur propre de f, associé a la valeur propre A. Posons A = Vect(a). Considérons u un vecteur quelconque de A. Il existe
k € K tel que u = ka et, f étant linéaire, on a : f(u) = kf(a) = kAa € A. Donc A est stable par f. O

Proposition 5 Soit (f,g) € L(E)? tel que fog=go f. Alors :
i) Ker f et Im f sont stables par g,
#i) chaque sous-espace propre de f (resp. de g) est stable par g (resp. par f).

Preuve. 1) Soit « € Ker f : g(z) € Ker f car f(g(z)) = g(f(z)) = g(0g) = 0g. Donc Ker f est stable par g.
Soit y € Im f : il existe z € E tel que y = f(z) et g(y) = g(f(x)) = f(g(z)) € Im f. Donc Im f est stable par g.
#i) Soient A une valeur propre de f et u € Ex(f), c’est-a-dire tel que f(u) = Au. Alors g(u) € Ex(f) car

flg(w)) = g(f(w)) = g(hu) = Ag(w).

O
1.4 Exercices.
1. Soit E = C*°(R,R). Soit T' € L(E) tel que Vf € E, T(f) = f’. Déterminer les éléments propres de T
2. Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme f de R? canoniquement associé 4 A = (:2 g)
1 2 0
3. Soit f € L(R?) canoniquement associé 4 A= | 2 4 0 |. Déterminer les éléments propres de f. A est-elle semblable & une matrice
-4 8 3

diagonale D? Si oui, déterminer D € D3(R) et P € GL3(R) telle que D = P~1AP.

. —1
4. Déterminer les éléments propres réels et complexes de A = (0 0 )

1
1 1 1
5. Déterminer les éléments propresde A= |1 1 1
1 1 1
6. On pose, pour tout M € My (R), f(M) = MT +2M. Vérifier que f € L(M(R)) et déterminer ses éléments propres.
1 z 1 1
7. Existe-t-il (z,y) € R? tel que | 2 | soit un vecteur propre de la matrice [ 1 y 1|?
3 1 1 0

8. Soit E = RN le R-espace vectoriel des suites réelles u = (un)nen- Soit f l'application de E dans E associant & chaque suite u de E la
suite v = (Un+1)nen. Vérifier que f est un endomorphisme de E et déterminer ses éléments propres.

2 Polynéme d’endomorphisme (resp. d’une matrice carrée).

2.1 Généralités.

Soit f € L(E). Rappelons que, pour tout k € N*, f¥ = fo...0 f et que f° = Idg.
—_—

k fois



Définition 4 Soit p € N. Soit P=ag+ a1 X + -+ apX?P € K[X].

a. Soit f € L(E). On note P(f) Uendomorphisme aoldg + a1 f +---+ apfP.

On dit que P(f) est un polynéme d’endomorphisme (en l’endomorphisme f).

b. Soit A € Mn(K). On note P(A) la matrice agln + a1 A+ -+ ap AP de My (K) (avec la convention A° = I,,).
On dit que P(A) est un polynéme de matrice ou matriciel (en la matrice A).

Proposition 6 Soient (P,Q) € K[X]?, f € L(E) et A € M,(K). On a alors :
a. (P+Q)(f) = P(f) + Q(f) (resp. (P+Q)(A) = P(A) + Q(A))
b. (PQ)(f) = P(f) 0 Q(S) (resp. (PQ)(A) = P(A)Q(A)).

Remarque 4 Comme (PQ)(f) = (QP)(f), on a P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f).

En d’autres termes, deux polynémes en f commutent. Idem, deux polyndmes en la méme matrice carrée A commutent.

Proposition 7 Soient P € K[X], f € L(E), A\ une valeur propre de f et x un vecteur propre associé a .
Alors P(f)(z) = P(\)z. En particulier, Vk € N, f*(z) = \F x.

2.2 Polynéme annulateur.

Définition 5 Soit P € K[X]. Notons 0 l’endomorphisme nul de E.
a. Soit f € L(E). On dit que P est un polynéme annulateur de f si et seulement si P(f) =0, c’est-a-dire si et seulement si

Vo € B, P(f)(z) = 0p.
b. Soit A € Mp(K). On dit que P est un polynéme annulateur de A si et seulement si P(A) = 0.

Remarque 5 Soit f € L(E) (resp. A € Mn(K)). Le polynéme nul est évidemment annulateur de f (resp. de A € Myn(K)) mais ce
n’est pas un polynéme annulateur tres intéressant. En revanche, connaitre un polynéme annulateur non nul de f (resp. de A € Myp(K))
permet de localiser le spectre de f (resp. de A € Mn(K)).

Plus précisement :

Proposition 8 a. Soit f € L(E) et P € K[X] un polynéme annulateur de f. Une valeur propre de f est nécessairement une racine de
P. En d’autres termes, si X € spg(f), alors P(\) = 0.

b. Soit A € M, (K) et P € K[X] un polynéme annulateur de A. Une valeur propre de A est nécessairement une racine de P. En d’autres
termes, si A € spr(A), alors P(A\) = 0.

Preuve. a. Soient \ € spg(f) et x un vecteur propre de f associé & A. D’aprés la proposition précédente :
0p =0(z) = P(f)(z) = P(\)=z

d’ou P(A\) =0 car = # 0g.
b. Démonstration analogue en considérant une colonne propre X associée a \ € spg(A). O

Proposition 9 a. Toute matrice A € Myn(K) admet au moins un polynéme annulateur non nul.
b. Soient E un K-ev de dimension finie et f € L(E). Alors f admet au moins un polynéme annulateur non nul.

Preuve. a. Notons N = n2. La famille F = (I, A,--- , AY) est une famille liée de M, (K) car F est de cardinal n?+1 > dim M, (K) = n2.

N
1l existe donc des scalaires ag, - - - , ay non tous nuls tels que agly, +- - -+any AN = 0. Le polynéme P(X) = Z aka est alors un polynéme
k=0
annulateur non nul de A.
b. Soit n = dim E. Notons N = n? = dim £(E). Démonstration analogue en considérant la famille (Idg, f,--- , f~) qui est une famille
liée de L(E). |
1 1 1
Exemple. (cf. Exercice 5. de 1. 4.) Déterminer un polynoéme annulateur et le spectre de A = 1 1 1
1 1 1

3 Somme de sous-espaces propres.

Théoréme 1 Soient A\1,---, A\p p valeurs propres distinctes de f € L(E).

Les sous-espaces propres associés Ex, (f),..., Ex, (f) sont en somme directe.

Preuve. Soit (21, ,2p) € Ex (f) X --» x Ex,(f) tel que x1 + -+ +ap = 0p. Soit j € {1,...,p}.

Considérons : f; = P;j(f) avec Pj(X) = H (X —X;). Soit L € {1,...,p}. D’apreés la proposition 7, comme f(z;) = \jz;, on a :
1<i<p,i#j

fi(m1) = Pj(m1) = Pj(A)wr.



Donc, pour tout I € {1,...,p}\ {4}, fi(z,) =0g, et fj(z;) = Cjz; avec Cj = P;(\;) = H(Aj — Xi). D’ou par linéarité de fj :
i#j
0p = fi(z1 + - +zp) = fj(z;) = Cjz;
et finalement x; = 0 car C; # 0. O

Remarque : (Cilpl, .. P,) est la famille des polynémes de Lagrange associés a la liste (A1, ,\p).

1
oM
Corollaire 1 Toute famille de vecteurs propres de f € L(E) associés a des valeurs propres distinctes est libre.
Corollaire 2 Soient E un Kev de dimension finie et f € L(E). Alors f admet au plus dim E wvaleurs propres distinctes.

Preuve. Utilisons les notations du théoréme précédent. On sait que la somme des sous-espaces propres Ey, (f),- - B, (f) est directe.
Posons F = Ex,(f)®--- @ E/\p (f). F est donc un sev de E dont la dimension est supérieure ou égale & p car chaque sous-espace propre
est de dimension supérieure ou égale & 1. Par conséquent, on a p < dim F' < dim E et donc p < dim E.

4 Polynome caractéristique d’une matrice carrée, d’un endomorphisme.

4.1 Généralités

Définition 6 Le polynéme caractéristique x4 de A € M, (K) est défini par :
xA(X) =det(XI, — A)
ou, en considérant la fonction polynéme associée a x a, par :

Vz € K, xa(x) = det(zl, — A).

Remarque. Par propriété du déterminant, x4 (X) = det(—(A — X1I,,)) = (—=1)" det(A — X I).
Donc si n est pair, x4 (X) = det(A — X1I,), et, si n est impair, x4(X) = —det(A — XIp).

a C

Ezxzemple 1. Soit A = (b d

) € M3(K). On a :

XA(X):'X_‘b‘I X‘_Cd =(X-a)(X—d)—bc=X2—(a+b)X +ad—bc=X2—tr(A)X + det A.

L’exemple précédent montre que le polyndome caractéristique d’une matrice A € M2 (K) est un polynome unitaire de degré 2. On admet
pour linstant la proposition suivante :

Proposition 10 Le polynéme caractéristique de A € My (K) est un polynéme de degré n, & coefficients dans K, dont le terme de plus
haut degré est X™ (on dit que x4 est unitaire).

Remarque. Le terme constant du polynéme x 4 est (—1)™ det(A) car x4(0) = det(—A) = (—1)" det(A).

La proposition suivante est fondamentale :

Proposition 11 [Valeurs propres et polyndme caractéristique]

Les valeurs propres de A sont les racines de son polyndme caractéristique.

Preuve. Soit A € K. Alors X € Spg(A) <& A — A, n’est pas inversible < det(A — AI,) =0 < xa(A) =0. O

Corollaire 3 Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux.

Preuve. Soit T = (t;;) une matrice triangulaire d’ordre n et x € K. La matrice I, — T est triangulaire, de coefficients diagonaux

—t11, & —tpn. Donc xr(x) = det(xlp, —T) = (z —t11) - - - (x — tnn) (qui est bien de degré n). Et comme le spectre de T est constitué
1 3 4

des racines de x7, on a donc Spg(T) = {t11, ** ,tnn}. Par exemple,si A= [0 2 5], pour tout z € R, xa(z) = (z — 1)(z — 2)2 et
0 0 2

Spr(4) = {1,2}. O

Ezemple 2. Soit B = <OA2 (1)42) € M4(R) ou A = (_01 (1)) Comme XI4 — B est une matrice diagonale par blocs, on a :

| XI>-A 02

xB(X)=det(XIs — B) 0o XIp — A

‘ =det(XIo —A)? = (X2 4+1)2 = (X —)%(X +0)%

D’ou Spg(B) = 0 et Spc(B) = {—i,i}.



Proposition 12 [Nombre de valeurs propres d’une matrice carrée]

1. Une matrice A € My (K) a au plus n valeurs propres distinctes dans K.
2. Une matrice A € My (K) admet au moins une valeur propre compleze, autrement dit Spc(A) # 0.

3. Sin est impair, une matrice de A € My (R) admet au moins une valeur réelle, autrement dit Spy(A) # 0.

Preuve. 1. En effet, les valeurs propres de A sont les racines de x 4 et x4 admet au plus n racines distinctes dans K car x 4 est un polynéme
de K[X] de degré n.

2. Comme tout polynoéme de K[X] de degré n > 1, x4 admet au moins une racine complexe A (théoréme de D’Alembert-Gauss) et cette
racine A\ est une valeur propre de A.

3.0na: xa(z) ~ za" donc lim xa(z)= lim 2" = —oo car n est impair. Donc il existe 1 < 0 tel que x4(z) < 0. De méme il

r— —o00 r— —o00 T — —00

existe 2 > 0 tel que x4 (z2) > 0 car lir_~1_1 XA (z) = +oo. Comme la fonction polynéme x 4 est continue sur [z1,z2], d’aprés le théoréme
xr— oo

des valeurs intermédiaires, il existe x3 €]xz1, z2[ tel que x4 (z3) = 0 et x3 est une valeur propre réelle de A. O
Proposition 13 [Transposéel Une matrice carrée et sa transposée ont le méme polyndéme caractéristique (et donc le méme spectre).

Preuve. Soit A € My (K) et z € K. Une matrice carrée et sa transposée ayant le méme déterminant, on a, par linéarité de la transposition

xta(z) = det(xl, — ) = det(*(z, — A)) = det(zln — A) = xa(x).
O

Proposition 14 [Matrices semblables] Deuz matrices carrées semblables ont le méme polynéme caractéristique (et donc le méme
spectre).

Preuve. Soient A € My (K) et B € My (K), semblables. Soit P € GLn(K) telle que B = P~1AP. Pour tout z € K, on a :
xB(x) = det(zl, — B) = det(P~(zI, — A)P) = det(P~1)xa(z) det(P) = x ().
O

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1. Soit f € L(F). On sait que les matrices de f dans deux bases différentes de E sont
semblables. La définition suivante est alors justifiée par la proposition précédente :

Définition 7 Le polynéme caractéristique x5 de f € L(E) est celui de sa matrice dans une base quelconque de E.

Ezxzemple 3. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F/, de dimensions respectives p et q. Soit s la symétrie vectorielle
par rapport a F, de direction G. Soit Br une base de F' et Bg une base de G. Alors B = Br U Bg est une base de E et dans cette base
B, la matrice de f est la matrice diagonale D = diag(1,---,1,—1,---,—1). Donc :

p fois q fois

Vz € K, xs(z) = xp(z) = det(zI, — D) = det(diag(z — 1,--- ,z — 1L,z +1,--- ;2 + 1)) = (z — 1)P(z + 1)%.

p fois q fois

4.2 Ordre de multiplicité d’une valeur propre

Définition 8 L’ordre de multiplicité d’une valeur propre d’une matrice carrée ou d’un endomorphisme est son ordre de multiplicité en
tant que racine du polynéme caractéristique. Une valeur propre d’ordre de multiplicité égal a 1 (resp. 2) est appelée valeur propre simple
(resp. wvaleur propre double).

Rappel sur lordre de multiplicité d’une racine d’un polynéme. Soit P un polynéme et a une racine de P. L’ordre de multiplicité de a (ou
plus simplement ’ordre ou la multiplicité de a) est le plus grand entier k € N* tel que (X — a)k divise P : a est une racine d’ordre de
multiplicité k si (X — a)* divise P et (X — a)**! ne divise pas P.

La formule de Taylor conduit & la caractérisation suivante : a est une racine d’ordre k de P si et seulement si :

Pla)=P'(a)=---=P¥* (@) =0 et P¥)(a) £ 0.
En particulier, a est racine d’ordre au moins k de P ssi (X — a)¥ divise P ou ssi P(a) = P'(a) = --- = P*~1(a) = 0.

Ezemple 4. La matrice B € M4(R) de l’exemple 2. ci-dessus n’a pas de valeur propre réelle. Elle admet deux valeurs propres complexes
conjuguées i et —i chacune d’ordre de multiplicité 2 (doubles). Plus généralement, on a la propriété suivante :

Proposition 15 Soit A € M, (R) et X\ une valeur propre complexe non réelle de A. Alors \ est une valeur propre de A de méme ordre
de multiplicité que \.

Preuve. Soit k I'ordre de X. D’aprés le rappel précédent, on a : xa(X) =x,(A\) =--- = xXC71>()\) =0 et X,(f)(A) # 0. Rappelons que si
PX)=ao+ a1 X+ - 4+an X" €R[X] et 2€C, P(2) =ap+a12+ -+ anz” =ag + a1z + - - - + anz” = P(z) (x) par propriétés de la
conjugaison. En utilisant ’égalité précédente (*) avec les polyndmes a coefficients réels x4, - - 7X54k)7 on obtient : x4 (\) = X'y AN)=---=
xfﬁl)(X) =0 et xxc)(X) # 0, donc X est bien une valeur propre de A d’ordre k. O



Proposition 16 Soit A\ une valeur propre de f € L(E), d’ordre de multiplicité m), et de sous-espace propre associé Ex(f). On a :
1 < dim By (f) < my.

Preuve. Soit d = dim E(f) € N*. Soit (e1,--- ,eq) une base de Ex(f) et (eq+1,- - ,en) une base d’un supplémentaire de E5(f). Alors
(e1,- -+ ,en) est une base de F et dans cette base la matrice A de f s’écrit : A = Aéd g avec U € Mg pn—q(K) et V € M, _4(K) car

fler) = Xe1, -+, f(eqd) = Xeq, les n—d autres images f(eq4+1), - ,, f(en) étant des vecteurs de E sur lesquels on n’a pas de renseignements
particuliers. D’otl, par déterminant d’une matrice triangulaire par blocs :

_ _ o= (x = A)1g -U oy
xf(x) = xa(x) = det(xl, — A) = det ( o al, 4g—V) = (= A)xv (@)
Et x4 (X) étant divisible par (X — A\)?, I'ordre de multiplicité de A est donc au moins égal & d. O

e En particulier, si my = 1, dim E\(f) = 1 car 1 < dim E(f) < 1! On retient le :
Corollaire 4 Soit A une valeur propre simple de f € L(E). Alors Ex(f) est une droite vectorielle de E.
La démonstration du théoréme important suivant n’est pas exigible :

Théoréme 2 [Théoréme de Cayley-Hamilton] Soit f € L(E) et A € My, (K).
Le polynéme caractéristique de f est un polyndome annulateur de f : x¢(f) = 6.

Le polynéme caractéristique de A est un polynéme annulateur de A : xa(A) = On.

5 Diagonalisation

5.1 Endomorphisme et matrice carrée diagonalisable

Définition 9 1. On dit que f € L(E) est diagonalisable si E est la somme (directe) des sous-espaces propres de f.

2. Une matrice A € Mn(K) est diagonalisable si ’endomorphisme de K™ canoniquement associé a A est diagonalisable.

Proposition 17 Soit f € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) [ est diagonalisable,

b) La somme des dimensions des sous-espaces propres de E est égale & la dimension de E,
¢) Il existe une base de E formée de vecteurs propres de f,

d) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Preuve. Notons A1, -+, \p les valeurs propres distinctes de f ot p € [1,n] et, pour tout k € [1,p], Ex = Ex, (f) = Ker(f — A\ Idg).
a) = b) Par définition de f diagonalisable, E = E1 @ --- @ E, donc dim E = dim(E1 & --- @ Ep) = dim Eqy + - - - + dim Ep,.

b) = ¢) Supposons que dim E = dim By + -+ 4+ dim E,,. Considérons F' = E; @ --- @ E), : F est un sous-espace vectoriel de E, de méme
dimension que E car dim F = dim Ey + - - - + dim E, = dim E. D’ou F' = E. On vient en fait de montrer que b) = a).

Considérons B1, - - - ,Bp des bases respectives de E1,--- , Ep. Vérifions que la famille B = By U - - - U By, constituée de vecteurs propres de
f, est une base de E. Comme card(B) = card(BB1) + - - - + card(Bp) = dim E1 + - - - + dim E}, = dim E, il suffit de prouver que cette famille
est génératrice : soit u € E. D’aprés a) il existe u; € E1,--- ,up € Ep tels que u = u1 + - - - + up. Comme pour tout k € [1,p], uy € Ey,

est une combinaison linéaire des vecteurs de By, u est donc finalement une combinaison linéaire des vecteurs de B et B est bien une famille
génératrice de E.
c) = d) Soit (¢) = (e1,--- ,en) une base de E formée de vecteurs propres de f. Soit j € [1,n]. Comme €; est un vecteur propre de f,
il existe a;j € K tel que f(e;) = aje; (et o est une valeur propre de f). La matrice de f dans la base (g) est la matrice diagonale :
diag(a1, - ,an).

d) = a) Soit (¢/) = (e}, ,el,) une telle base. Chaque vecteur de cette base est un vecteur propre de f et appartient donc & I'un des p
sous-espaces propres E1,--- , Ep. Tout vecteur u de F, étant combinaison linéaire des vecteurs €/, -- , e}, s’écrit donc uy + -+ + up avec
u1 € E1,--- ,up € Ep. Autrement dit, £ = E1 + --- + Ej, et finalement £ = E1 @ --- @ E) car on sait que la somme F1 + --- + Ej est
directe. 0O

Corollaire 5 A € M, (K) est diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale.

Preuve. L’endomorphisme de K™ canoniquement associé & A est par hypothése diagonalisable. D’aprés le d) de la proposition précédente,
il existe une base B de K™ dans laquelle la matrice de f est une matrice diagonale D. Donc A et D sont semblables car si P est la matrice
de passage de la base canonique & cette base B, ona: D = P~1AP. O

Remarques importantes : 1. A est donc diagonalisable si et seulement s’il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles
que: D= P 1AP ou A= PDP~!. Lorsque A est diagonalisable et que 1’on a déterminé D et P, on dit que 1’on a diagonalisé (ou réduit)
A. Les matrices D et P ne sont pas uniques.

2. [Puissances d’une matrice diagonalisable] Si A est diagonalisable, 'égalité A = PDP~! permet de calculer les puissances entiéres
de A : on vérifie facilement par récurrence que pour tout k € N*, A¥ = ppkp—1,



Corollaire 6 [Condition suffisante de diagonalisation]
1. Si f admet dim E wvaleurs propres distinctes, alors chaque sous-espace propre de f est de dimension 1 et f est diagonalisable.

2. St A € Myp(K) an valeurs propres distinctes dans K, alors chaque sous-espace propre de A est de dimension 1 et A est diagonalisable.

Preuve. 1. Notons n = dim E; A1,---, A, les n valeurs propres distinctes de f et, pour tout k € [1,n], Ex = Ex, (f) = Ker(f — A\ Idg)
(de dimension > 1). Supposons que 'un de ces sous-espaces propres soit de dimension au moins égale a 2. Soit FF = E1 @ --- ® E,. Alors
F' est un sous-espace vectoriel de E avec dim F' = dim Ej + - -+ +dim E,, > n+ 1 > dim E ce qui est impossible. Donc chaque sous-espace
propre de f est bien de dimension 1 et f est diagonalisable d’aprés le b) de la proposition 17 car dimE =n =dim E; + - - - + dim E,,.

2. On considére 'endomorphisme f de K™ canoniquement associé & A et on utilise 1. sachant que dim E, (A) = dim Ej, (f). O
2 1 1

Exemple 5. Soit f € L(R3?) canoniquement associ¢a A= [0 0 -2
0 1 3

1. Déterminer les éléments propres de f.

2. Justifier que f est diagonalisable et déterminer une base de R3 dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Proposition 18 [CNS de diagonalisation]

1. Soit f € L(E). Alors f est diagonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé dans K[X] et si, pour chaque
valeur propre X de f, la dimension du sous-espace propre E)(f) est égale & Uordre de multiplicité my de la valeur propre :

VA € Spr(f), dim Ex(f) = ma.

2. Soit A € My (K). Alors A est diagonalisable dans M, (K) si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé dans K[X] et si,
pour chaque valeur propre A de A, la dimension du sous-espace propre Ey(A) est égale a l'ordre de multiplicité my de la valeur propre :

VA € Spk(A), dim E4(f) = my.

Preuve. 1. i) Supposons f diagonalisable avec A1,---, ), les valeurs propres distinctes de f et Vk € [1,p], dim Ej, (f) = di. Soient
By, -+, Bp des bases respectives de Ey, -, E),. La famille B= By U---UBp est une base de E' = Ej, He o Ex, (f) et dans B, la
matrice de f est la matrice diagonale par blocs : D = diag(A1lg4,,- - - ,)\pldp). Donc

P
x5 (X) =xp(X) = [T(X = x)%.
k=1

Le polynéme caractéristique de f est bien scindé dans K[X] et pour chaque valeur propre Ay de f, l'ordre de multiplicité de A est
effectivement égal & la dimension dj du sous-espace propre Ejy, f)-

i1). Supposons que le polynéme caractéristique de f soit scindé dans K[X] et que VA € Spk(f), dim Ex(f) = mx. Soit A1,---,Ap les
P

valeurs propres distinctes de f. On a donc xf(X) = H (X — Ap)™k et comme X est un polynoéme de degré n,

k=1

j2 P
dimE =n= Zm)\k = de
k=1 k=1

Donc f est diagonalisable par le b) de la proposition 17.
2. Considérer ’endomorphisme canoniquement associé a A et utiliser 1. O

Le théoréme important suivant donne une autre condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité utilisant non plus le polyndéme
caractéristique mais plus généralement les polyndémes annulateurs :

Théoréme 3 [Diagonalisabilité et polyndmes annulateurs] Soit f € L(E). Alors :
f est diagonalisable si et seulement si il existe un polynome annulateur de f qui est scindé et a racines simples.
Plus précisement :
1. Si f est diagonalisable, alors P(X) = H (X — ) est un polynéme annulateur de f.
AeSP(f)

2. S’il existe un polynéme annulateur de f scindé a racines simples, alors f est diagonalisable.
o Résultats analogues avec A € My (K) en considérant l’endomorphisme canoniquement associé a A.

Preuve. 1. Supposons f diagonalisable avec Sp(f) = {A1,...,A\p}. Soit P(X) = H (X=X)=(X=X)...(X = Xp).
AeSp(f)

Soit € E. Montrons que P(f)(z) = 0g. Comme E = Ey, (f)®-- BBy, (f), IMz1,--- ,zp) € Ex, (f)x-- X Ey, (f) telque z = 1+ - -+xp.
Comme P(f) € L(E), il suffit de prouver que pour tout 7 € [1,p], P(f)(z; O car P(f)(z) = P(f)(z1) + -+ P(f)(zp)-
)

Et c’est bien le cas : P(X) = Q;(X)(X — \;) avec Q;(X) = H(X =), P(f) = Qi(f) o (f — Nildg) d’ou :

J#i
P(f)(x:i) = Qi(F)(f(z:i) — Azi) = Qi(f)(0g) = 0.
2. Soient aq, - , a, des scalaires deux & deux distincts. Supposons que le polyndéme scindé a racines simples U(X) = (X —a1) ... (X —ar)

annule f et montrons que f est diagonalisable. Remarquons d’abord que :

e L’un au moins de ces scalaires est une valeur propre de f sinon, pour tout ¢ € [1,r], I'endomorphisme f — a;Idg serait injectif ce qui
impliquerait, par composition d’injections, que U(f) serait injectif ce qui est faux car U(f) = 6.



e Si a; n’est pas une valeur propre de f, I'endomorphisme f — a;Idg est bijectif. Posons U;(X) = H(X —ay).
i#]
Ona: Uj(f) = (f —a;Idg) U(f) = (f = A\jIdg)~! 0 0 = 0 donc le polynéme U; annule f.
e Posons Sp(f) = {A1,...,Ap}. Comme U est un polynéme annulateur de f, on sait que Sp(f) C {«a1,...,,}. Les remarques précédentes

montrent que ’on peut considérer (X — A1)...(X — Ap) a la place de U. En d’autres termes on est ramené a prouver que si le polynéme
(X —A1)...(X — Ap) annule f, alors f est diagonalisable.

Considérons maintenant la famille (L1, ..., Lp) des polynémes de Lagrange associés & la liste (A1,...,Ap).
P P P
Comme ZLi(X) =1,ona: Idg = ZLZ(f) Soit z € E. On a donc : = = ZLZ(f)(z) Posons x; = L;(f)(z). On constate que

=1

i=1 i=1
x; € Ex, (f) car (f = Nildg)(x;) = ((f — Xildg) o Li(f))(z) = 0 avec A(X) = (X — X;)Li(X) = ci(X — A1) ... (X — Ap) annulateur de f

A(f)

1 P
oll ¢ = ——— . Ainsi E = Z E, (f) et cette somme est directe par le théoréme 1. O

Hj;éi()‘j =) i—1

La preuve du théoréme précédente montre que ’on peut reformuler les résultats précédents de la fagon suivante :

Proposition 19 Soit f € L(E) et A € My (K).

L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si H (X — A) est un polynéme annulateur de f.
AESP(f)

La matrice A est diagonalisable si et seulement si H (X — ) est un polynéme annulateur de f.
AeSp(A)

Ezemple 6. Un projecteur (resp. une involution) est un endomorphisme diagonalisable car il est annulé par le polynéme X? — X (resp.
X? — 1) scindé a racines simples.

Exzemple 7. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel que f3 = Idg (x). Comme le polynéme X3 — 1 =
(X —1)(X —5)(X —j?) est un polynéme annulateur de f, scindé a racines simples 1, j, j2, f est diagonalisable. De plus Spc(f) C {1, 4,52}
et cette inclusion peut ne pas étre une égalité : par exemple, Idg vérifie (x) et Spc(f) = {1}.

1 a b
Ezemple 8. Soit (a,b,c) € R3. La matrice triangulaire A = |0 1 ¢ | admet pour spectre (réel) {—1,1}. D’aprés le théoréme
0 0 -1

précédent, A est diagonalisable si et seulement si (X — 1)(X + 1) = X2 — 1 est un polynéme annulateur de A, c’est-a-dire si A2 = I3.
1 2a ac

Comme A2 = (0 1 0 |, A est donc diagonalisable si et seulement si a = 0.
0O 0 1

Proposition 20 Soit f € L(E) diagonalisable et F un sous-espace vectoriel de E stable par f. Alors ’endomorphisme fr induit par f
sur F' est un endomorphisme diagonalisable de F'.

Preuve. D’aprés le théoréme 3, f admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples. On a donc Vz € E, P(f)(z) = 0g.
En particulier, Vz € F, P(f)(z) =0g = 0p. Si P(X) = a0 +a1X + -+ +agX?, on a clairement :

Ve € F, P(fr)(z) = aox + a1 fr(x) + - - +adf1€£(x) =aoz+aif(z)+--- +adfd(x) = P(f)(x).

Donc P est aussi un polynéme annulateur de fr et comme P scindé a racines simples, fr est diagonalisable d’aprés le théoréme 3. O

6 Trigonalisation

Définition 10 1. Soit f € L(E). On dit que f est trigonalisable sl existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire.
2. Soit A € My (K). On dit que A est trigonalisable dans My (K) si A est semblable a une matrice triangulaire de My (K).

Remarques. i) A € My (K) est trigonalisable ssi ’endomorphisme de K™ canoniquement associé a A est trigonalisable.

#) Si la matrice de f dans une base (e1,--,&n) est triangulaire supérieure, on montre sans difficultés que la matrice de f dans la base
(€n,- -+ ,€1) est triangulaire inférieure.

Proposition 21 [CNS de trigonalisation]
1. Soit f € L(E). Alors f est trigonalisable si et seulement si Xy est scindé sur K.
2. Soit A € My, (K). Alors A est trigonalisable dans My (K) si et seulement si xa est scindé sur K.

Preuve. 1. Supposons f trigonalisable. Soit (e1,---,en) une base de E dans laquelle la matrice T = (t;;) de f est triangulaire. Alors
x5 est scindé sur K car xf(X) = x7(X) = (x — t11) -+ - (® — tpn) (voir le corollaire 3). La réciproque est admise (démonstration hors
programme).

2. Considérer I’endomorphisme canoniquement associé¢ a A et utiliser 1. O

e Comme tout polyndéme non constant a coefficients complexes (ou réels) est scindé sur C, on en déduit que :



Corollaire 7 [Trigonalisabilité dans M, (C)]
Une matrice de My, (C) (a fortiori de My (R)) est trigonalisable dans M, (C).

Remarque. On en déduit que le polynéme caractéristique d’une matrice de My, (K) est bien de degré n (cf. Proposition 10) car c’est le
polynoéme caractéristique d’une matrice triangulaire T' semblable a A dans My, (C).

Proposition 22 [Trace, déterminant et valeurs propres complexes]

Soit A € My (C), admettant p valeurs propres complexzes A1, -+, Ap, d’ordres de multiplicité respectifs my,, -+ ,my .

p p
Ona:tr(A) =myx, A1 +---+ mx,Ap = Z mx, Ak et det(A) = ATM )\;n/\p = H /\;n/\k'
k=1 k=1

Preuve. A est semblable dans M, (C) & une matrice triangulaire T" sur la diagonale de laquelle on trouve my, fois A1, ---, m Ap fois Ap
P
car x7(X) = xa(X) = H (X — A\p)™*k. Or deux matrices semblables ont méme trace et méme déterminant, donc tr(4) = tr(T) =
k=1
ma AL+ - Ap et det(A) = det(T) = A7 ... A P ]

Corollaire 8 Soit A € M, (C). Ona: xa(X) = X" —tr(A)X" "1 +... 4+ (=1)" det(A).

Preuve. 1l reste & vérifier que le coefficient de X"~ ! dans x4 (X) est —tr(A).

Rappel. Soit P(X) = (X —z1)--- (X —xn) avec z1, -+ ,zn € K.

On montre par récurrence sur n que le coefficient de X"~ ! de P(X) est : —(z1 + - + xn).
Reprenons les notations de la preuve précédente. On a :

p
xa() = TTX =A™ = (X A0 (X = Aa) o (X =)+ (X = Ay).
k=1
mx, fois ma, fois

11 suffit d’utiliser le résultat du rappel avec P(X) = x4(X) et la proposition précédente. O



