Spé PC. Lycée Rabelais. Saint-Brieuc. Durée : 4 heures.
Samedi 25 janvier 2025.
Devoir de mathématiques en temps limité n° 5.

Exercice 1. Une piste rectiligne est divisée en cases numérotées de gauche a droite 0, 1, 2, 3, .... Une puce se déplace & chaque
saut d’une ou deux cases au hasard vers la droite. Au départ, elle se trouve sur la case numérotée 0. Soit n € N*. On note X,
la variable aléatoire (v.a.) égale au numéro de la case occupée par la puce aprés n sauts et Y, la variable aléatoire égale au
nombre de fois ol la puce a sauté d’une seule case lors des n premiers sauts.

Pour tout k& € [1,n], on note Zj la v.a. a valeurs dans {0, 1}, définie par : Z, = 1 (resp. Z, = 0) si la puce saute d’une case
(resp. de deux cases) lors du k-éme saut.

1. Identifier la variable aléatoire Z1 + - - - + Z,, et déterminer la loi de Y,,.

2. Montrer que X,, = 2n — Y,,. En déduire la loi de probabilité de X,, ’espérance de X, et la variance de X,.

Exercice 2. Un candidat joue & un jeu télévisé dont les modalités sont les suivantes : on lui donne initialement un euro et son
capital double s’il répond correctement & une question, si c’est le cas on lui pose alors une autre question, sinon le jeu s’arréte et
il repart avec 'argent gagné. La probabilité qu’il réponde correctement & la premiére question est égale a 1 et la probabilité qu’il

réponde correctement a la n-iéme question posée (n > 2) sachant qu’il a répondu correctement aux n — 1 questions précédentes
est égale & % Pour tout £ € N*| on note Cj, ’événement : « le candidat répond correctement a la k-iéme question ».

On note X le gain final du candidat lorsque le jeu s’arréte.

1. Loi de X.

1. a. Calculer P(X = 2). Vérifier que (X = 4) = C1 N C2 N Cs. En déduire P(X = 4).

1. b. Calculer P(X = 2") pour tout n € N*. En déduire que le jeu s’arréte presque stirement.

2. Espérance de X . Justifier que X est d’espérance finie et calculer E(X).

Probléme 1. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé¢ (2, A, P), a valeurs dans N,
indépendantes et de méme loi. On pose : D = X — Y et M = min(X,Y). On remarquera que D est & valeurs dans Z.

1. On suppose dans cette question 1. que X + 1 suit la loi géométrique de paramétre p €]0, 1[, et on note : g =1 — p.

1. a. Vérifier que pour tout n € N, P(X =n) = P(Y =n) = pq".

1. b. Calculer 'espérance et la variance de X.

1. c. Lot du couple (D, M). Montrer que :

i) Pour tout (j,k) € Nx N, P((D =j)N (M = k)) = p*¢***7, ii) Pour tout (j,k) € Z~ x N, P((D =j)N (M =k)) = p*¢** 7.
Remarque : on a donc, pour tout (j,k) € Z x N, P((D = j) N (M = k)) = p*¢**+1il.

1. d. Loi de D et loi de M. Déduire de 1. c. que :

i) pour tout j € Z, P(D = j) = IL-;-q g, ii) pour tout k € N, P(M = k) = pg** (1 + q).

Les variables aléatoires D et M sont-elles indépendantes ?

2. On suppose dans cette question 2. que pour tout n € N, P(X =n) = P(Y =n) > 0 et que D et M sont indépendantes.

2. a. Soit j € N. Vérifier que P(D = j)P(M =0)=P(X =j))P(Y =0) et P(D=j))P(M=1)=P(X =5+ 1)P(Y =1).

2. b. Déduire de 2. a. que la suite (P(X = j))jen est une suite géométrique et qu’il existe une constante a €]0, 1] telle que

pour tout n € N, P(X =n) =a(l —a)".

Probléme 2. Les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et a valeurs réelles.
On note E(U) l'espérance d’une variable aléatoire réelle U d’espérance finie

1
1. Soit n € N*. Pour tout z € R, on pose : fn(z) = /2% + —.
n

1. a. Vérifier que la fonction dérivée f,, est strictement croissante et bornée sur R.

. b. Soit a € R. Montrer que pour tout t € R, f,(t) — fu(a) > fr.(a)(t — a).
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2. Soit Z une variable aléatoire d’espérance finie. Pour tout n € N*, on pose : Z, = fn(Z) =/ Z% + —-
n

N

1 . .
. a. Comparer Z, et |Z| + —. En déduire que Z, est d’espérance finie.
n

N

. b. Etudier la monotonie de la suite (E(Zy))nen=. En déduire que la suite (E(Zy))nen* converge.
c. Prouver que liIJIrl E(Z,) = E(|Z|). Indication : encadrer E(Zy).

i

. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et d’espérance finie, avec E(Y) = 0.
a. Justifier que les variables aléatoires f,(X), fn(X +Y), fr(X), fn(X)Y sont d’espérance finie.
. b. Justifier que E(f;,(X)Y) = 0. Déduire de 1. b. et 2. c. que : E(|X +Y|) > E(]X]).

. Soit (Xn)nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, toutes d’espérance finie, telle que ¥n € N*,
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E(X,) =0. Soit S, = ZXk, n € N*. Déduire de la question précédente que la suite (£(|Sn|)), . st croissante.
k=1



Probléme 3. Les parties 1, 11, III sont indépendantes.

2 -1 2
I. Soient A= |10 —5 7| € M3(R) et f I'endomorphisme de R*® canoniquement associé a A.
4 -2 2

On note Id lapplication identique de R3.

1. Montrer que Ker(f) est une droite vectorielle dont on précisera un vecteur directeur. En déduire que Im f est un plan vectoriel
dont on précisera une base. Montrer que Ker f C Im f.

2. Montrer que Ker(f + Id) est une droite vectorielle dont on précisera un vecteur directeur.

-1 0 0
3. Prouver que A est semblable & la matrice T = 0 0 1
0 0 O

4 =2

II. Soient G = (1 1

) € M2 (R) et g I'endomorphisme de R? canoniquement associé a G.
1. Déterminer les valeurs propres de g et déterminer une base de chaque sous-espace propre de g.

2. Justifier que G est semblable & la matrice diagonale D = (3 g)

3. Déterminer un couple u € R?\ {(0,0)} tel que la famille (u, g(u)) ne soit pas une base de R? et un couple v € R? \ {(0,0)}
tel que la famille (v, g(v)) soit une base de R?.

III. On note tr Papplication trace. Soit A € M, (R) telle que tr(A) = 1.
On considére application f de M, (R) dans M, (R) définie par :

VM € M, (R), f(M)= M + tr(M)A.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de M, (R).
2. Déterminer un polynéme annulateur de f de degré 2.

3. Montrer que f admet deux valeurs propres réelles. Déterminer la dimension de chaque sous-espace propre.
Ces deux sous-espaces propres sont-ils supplémentaires dans M, (R) ?

Probléme 4. Valeurs propres complexes d’une matrice stochastique.
Soit M = (m;;) € Mn(R). On dit que M est stochastique si et seulement si :

V(i,5) € {1,...,n}* my; > 0et Vi€ {1,...,n}, Y miy =1.
j=1

On note X,, ensemble des matrices stochastiques de M, (R).

1. Vérifier que si (4, B) € ¥2, AB € %,.

1
2. Soit A € X,. Calculer A | © |. Quelle valeur propre de A vient-on de mettre en évidence ?
1
3. Soient A = (a;5) € Xy et A € C une valeur propre complexe de A. Prouver que |A| < 1.
T
Indication : soit X = [ I | € Mn1(C)\ {0} tel que AX = AX. Soient M = max(|z1],...,|za|) et k € {1,...,n} tels que
Tn

|zx| = M. Considérer la k*™° ligne du systeme AX = AX.
4. Soit A = (aij) € Xy, telle que Vi € {1,...,n}, a;; > 0. Soit A une valeur propre complexe de A telle que |A| = 1.
On reprend les notations de la question précédente.

4. a. En considérant & nouveau la k'*™° ligne du systéme AX = AX de l'indication de la question 3., montrer que :
A —apr| <1 — ag.
4. b. Montrer que I'on a plus précisement |\ — arr| = 1 — akk.

4. c. En déduire \ = 1. Indication : développer I’égalité |\ — axk|® = (1 — arr)?.

Remarque : Sous Uhypothése supplémentaire de stricte positivité des coefficients diagonauzr de A € ¥y, 1 est donc la seule valeur
propre compleze de A dont le module est égal a 1.



