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Exercice49. Soit A € M, (R) telle que A3 = A+ I,,.

1. Montrer que X3 — X — 1 admet une racine réelle o strictement positive et deux racines complexes non réelles conjuguées 3, 3.
2. En déduire que le spectre complexe de A est inclus dans {«, B,B}

3. Montrer que le déterminant de A est strictement positif.

Exercice 50. Déterminer toutes les applications de R dans R telles que Vz € R, f(z) + f(—x) = cosz.

Exercice 51. Déterminer P € R[X] tel que P(X + 1) — P(X) = P/(X).

Exercice 52. Les questions sont indépendantes.

. . (=)™
1. Déterminer la nature de la série Z In(l 4+ ———
et vnn+1)

Z | cosn| + |sinn|

n

).

2. Déterminer la nature de la série
n>1
3. Soit (un)nen* une suite croissante de réels strictement positifs telle que lirf Up = +00.
n— o0

. . L. Un+1 — U
Déterminer la nature de la série E Intl = Hn

n>1 Un

1
Indication : Comparer le terme général de cette série avec une intégrale de la fonction x — —.
T
Exercice 53. Soit p €]0,1[. On considére une suite (X )nen+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un espace

probabilisé (€2, A, P) telles que X, suit la loi de Bernoulli B(p) si n est pair et la loi de Bernoulli B(1 — p) si n est impair.

Soit w € Q. On admet que I'on définit une variable aléatoire Y sur (2,.4, P), a valeurs dans N, en posant :
Y(w) = min{n € N* /X, (w) = 1} s’il existe n € N* tel que X, (w) = 1; et Y (w) = 0 sinon.

1. Justifier que P(Y =0) = 0.

2. Déterminer la loi de Y.

_1+p

1—p+p?

Exercice 54. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note D, (R) ’ensemble des matrices diagonales de My (R) et GL,(R)
I’ensemble des matrices inversibles de M, (R). On rappelle que pour tout (4, B,C, D, A’, B, C’', D’) € M, (R)® :

A B\ (A B _ (AN 4+BC' AB'+BD'\ _ . o
¢ n)\c p)=\ca+pc cp+pp)€Ma®:

3. Montrer que Y est d’espérance finie égale &

/ /

) € GLy(R), d’inverse P~! = (Z, 2,) Calculer et simplifier le produit de matrices par blocs

al, cln al, I,
bl, dI, VI, dI,)’

) € GL2,(R) et préciser Q1.

a Cc

0. Préliminaire. Soit P = (b d

al, cln
bl, dI,

4 2 4A 2A
_3 _1) € M2(R), A€ Mp(R) et B= (—3A —A) € Man(R).

Démontrer que V est diagonalisable et déterminer D € D2(R) et P € GL2(R) telles que D = P~V P.

En déduire que Q = (

1. Soient V = (

al, cln
bl, dI,

a Cc

2. On note P = (b d

) la matrice de la question 1. Montrer, en considérant la matrice Q = (

A On
On 24

3. On suppose que A est diagonalisable dans M, (R) : soient A € Dy (R) et R € GLy(R) telles que A = R~ AR.

) de la question préliminaire 0.

que B est semblable & la matrice C' = ( ) ou Oy, est la matrice nulle de My, (R).

) ) R~ Oy, R On
3. a. Calculer le produit de matrices par blocs ( O R_l) C (On R )

3. b. En déduire que B est diagonalisable en déterminant une matrice D € D2, (R) semblable a B.
Exercice 55. Soient C' > 0 et f : R — R C-lipschitzienne sur R. Pour n € N*, on considére la fonction f,, définie sur R par :
a+L
Vo €R, folz) = n/ £0) dt.
x
Prouver que la suite de fonctions (fn)nen* converge uniformément vers f sur R.
Exercice 56. Soit A € M, (R) telle que le spectre de AAT — AT A est inclus dans RT, AT étant la transposée de A.
Montrer que AAT = AT A.
Exercice 57. Soient A, B, C, D des matrices de M, (C) avec D inversible et CD = DC.

D On

1. Soit M = (_C it

) € M2, (C). Calculer det(M).
P A B
2. En déduire que det c D)= det(AD — BC).
Exercice 58. 1. Soit n € N*. Justifier que le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans Z appartient a Z.
2. Soit n > 2 et A = (a;;) € Mn(R) telle que pour tout (i,5) € [1,n]?, a;; € {—1,1}.
Montrer que |det(A)| est un entier naturel multiple de 271,

3. Soit M € My(Z) (c’est-a-dire & coefficients entiers relatifs). Déterminer une CNS pour que M soit inversible et que son inverse M !
appartienne aussi & My, (Z). Indication : considérer det(M).



Exercice 59. On considére la suite de fonctions (fp)nen définie sur [0, 1] par : Vz € [0,1], fo(z) =1 et
x
Vo € 0,1, Vn €N, for1(z) =1 +/ fn(t —t2)dt.
0

0. Vérifier que chaque fonction f, est définie et continue sur [0, 1].

xn+1
1. Soit n € N. Montrer que pour tout z € [0,1], 0 < fpy1(z) — fu(z) < CEE
n !
2. En déduire que la suite de fonctions (fr)nen converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f qu’on ne cherchera pas a déterminer.
+oo s
3. Soit n € N. Montrer que pour tout z € [0,1], 0 < f(z) — fn(z) < Z o
k=n+1 "

En déduire que la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers f sur [0, 1].
xT
4. Justifier que f est continue sur [0, 1] et que, pour tout z € [0,1], f(z) =1 +/ ft—t?)dt.
0

En déduire que f est de classe C! sur [0, 1] et que, pour tout z € [0,1], f'(z) = f(z — :I:2).

Exercice 60. Déterminer tous les triplets (u,v,w) € C3 tels que : u+v+w =1, uvw =1, et |u| = |v| = |w| = 1.

Indication. Considérer le polynome (X — u)(X — v)(X —w).

Exercice 61. On note I, la matrice identité de My (R) et Idp,, ) V'application identique de Myp(R) définie par : VM € M, (R),

Mn(R) — MH(R)'

Idpg, gy(M) =M. Si A € Mn(R), on note fa : M o AN

1. Veérifier que fa € L(My(R)).

2. a. On suppose que la matrice A est inversible. Vérifier que ’application f4 est bijective et que f;l =f, -

2. b. Réciproque. On suppose que 'application f4 est bijective. Prouver que A est inversible.

3. a. Soit A € R. Vérifier que fa_xr, = fa — /\IdMn(R)' En déduire que :

A\ est une valeur propre de f4 si et seulement si A est une valeur propre de A.

. 1 2 .
3. b. Exemple. Soit A = ( ) € M3 (R). Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f4.

2 1
4. On note § ’'endomorphisme nul de R™. Si a € L(R™), on note Fy = {g € L(R™)/a o g = 0}.
4. a. Vérifier que F, est un sous-espace vectoriel de L(R™) et que g € Fy si et seulement si Im g C Kera.

4. b. On suppose que a n’est pas injectif. Soit (e1,...,ep) une base de Kera, et ept1,...,en € R™ tel(s) que B = (e1,...,en) soit une
base de R™. Montrer que g € F, si et seulement si Mat g (g) est une matrice d’un sous-espace vectoriel de My (R) que 'on décrira et dont
on déterminera la dimension.

4. c. Déduire de 4. b. que dim F, = ndim Ker a.
5. Soit A € M, (R).

5. a. Soit A € R une valeur propre de A. On sait (cf. 3. a.) que A est une valeur propre de f4.
Démontrer a l'aide de 4. c. que dim{M € My, (R)/AM =AM} = ndim{X € M, 1(R)/AX = XX}

5. b. Démontrer que A est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si f4 est un endomorphisme diagonalisable de M, (R).

0 0

Exercice 62. Déterminer toutes les applications f € C'(R2,R) telles que V(z,y) € R?, 28—f(ac7 y) + 38—f(x,y) = zy en effectuant le
T Y

changement de variables : u =z, v = 3z — 2y.

f(z™)
on -

Exercice 63. 1. Soit f € C%([0,1],R). Justifier la convergence, pour tout z € [0, 1], de la série Z
n>1

On cherche maintenant les applications f € C°([0, 1], R) telles que Vx € [0,1], f(z)

2. Montrer que les fonctions constantes sur [0, 1] vérifient ().

3. Soit f € C°([0, 1], R) vérifiant ().

Soit = € [0,1[. Soient c(z) € [0, z] tel que f(c(x)) = tgﬁ(i)n]f(t) et d(x) € [0, z] tel que f(d(z)) = tgfgx] f().

+oo n
3. a. Verifier que 3 W
n=1

Montrer de méme que f(d(z)) = f(0).
3. b. En déduire que f est constante sur [0, 1].

. . (=n"
Exercice 64. Nature de la série _—
nzz:Q vn+ (=1)"

Exercice 65. Soient zo,...,zn n + 1 réels distincts et (yo,...,yn,¥§,.-.,y)) € RZT2,
Justifier ’existence d’un unique polynéme P € Ray,11[X] tel que Vk € [0,n], P(xk) = yi et P'(x) = yj,.

= 0. En déduire que Vn € N*, f(c(z)") = f(c(z)), puis que f(c(z)) = f(0).

n
E i . Icul i h —
xercice 66. Calculer R kzl ch( ) —n

1
vn+k



Indications et/ou solutions.

Exercice 54. 0. Préliminaire. Comme PP’ = (
D’ou :

aa’ + b acd +cd\ (1 0
ba’ +db’ b’ + dd’ 0 1

al, cl, al, dIn\ _ ((aa" +cb ) (ac +cd )\ _ (In  On\ _ I
bl, dI, VI, d'I,)~ \(ba’ +db)I, (b +dd)I,)] ~ \On I,)~ "™
_(alp cln . . . 1 (dIy I
Donc Q = (b[n dfn) est inversible, d’inverse Q~* = (b’In ar, )

), ona: aa’+cb’ = bc'+dd' = 1et ac’+cd = ba’+db’ = 0.

1. Soit f € L(R?), canoniquement associé a V, c’est-a-dire ayant pour matrice V dans la base canonique de R2.
Son polynéme caractéristique x (X) = xv (X) = det(XI2 — V) est le polyndome unitaire de degré 2 :
(X —4)(X4+1)+6=X2-3X+2=(X—-1)(X—-2)

dont les deux racines simples 1 et 2 sont les valeurs propres de f (de V). Comme f admet deux valeurs propres (simples), les deux
sous-espace propres de f sont de dimension 1 et f est diagonalisable car

dimR? = 2 = dim E1 (f) 4 dim E2(f)
ou matriciellement de maniére équivalente car dim My 1(R) = 2 = dim E1 (V) 4+ dim E2(V'). On obtient aprés calculs :

Ei(f) = Ker(f — Idge) = Vect((2,—3)) (ou E1(V) = Vect((_23)) et Ea(f) = Ker(f — 2Idp2) = Vect((1,—1)) (ou Eo(V) = Vect((_ll)).

Posons €1 = (2, —3) et e2 = (1, —1). D’aprés ce qui précéde, (£1,e2) est une base de R? formée de deux vecteurs propres de f dans laquelle

la matrice de f est la matrice diagonale : D = diag(1,2) car f(e1) = €1 et f(e2) = 2e2. Soit P = (_23 _11) la matrice de passage de la
base canonique de R2 3 la base (e1,€2). On sait alors que P est inversible et que : D = pP-lyp.
21y, In

2. Vérifions que 1’égalité : P~V P = D conduit a I’égalité : Q—1BQ = C. En effet, Q = ( ) est inversible d’apres 0, d’inverse

3L, ~—Iy
o= (5 o) ate= (5 o) (G 24) = (G4 TA) et fnalement
ose= (o0 ) (% 4)=(6 %h)-c
3. a. et 3. b. Ona: (RO:: ]g,n1> C= <RO;1 ]g,n1> (Ofi gz) = (RéiA QRO,WHA) puis :
(5. &)c(on %) =(0" wra) (o %)= ("or™ )= (6, 54)=Pern®)

R Oy, . . ) R~ O, (I, On\ _ .
Or (On R) est inversible, d’inverse (On R-l), car ( ) ( On ) = (On In) = Ioy,, donc la matrice C' est
aC (

semblable & la matrice diagonale D par (x), et comme B est semblable cf. 2.) B est aussi semblable a la matrice diagonale D et est
donc diagonalisable.

Exercice 61. 1. Soient (M, N) € M, (R)? et (a,b) € R2. D’aprés les propriétés du calcul matriciel (distributivité de la multiplication par
rapport a l’addition), on a :
Fa(aM +bN) = A(aM + bN) = aAM + bAN = afs(M) + bfa(N).

Donc f4 est linéaire.

2. a. Supposons A inversible. Soit V € M, (R). L’équation : f4(U) =V, d’inconnue U € M, (R), admet une seule solution U = A~1V,
car AU =V & A"1AU = A=V & U = A~1V. Donc f4 est bijective et comme f;l est, par définition, ’application qui associe & chaque
matrice V son unique antécédent par fa, c’est-a-dire la matrice A~1V, on a bien f;l =fa-1.

2. b. Supposons fa bijective. La matrice I, est alors 'image d’une (unique) matrice B par fa. On a donc : fa(B) = AB = I,,. La
matrice A est donc inversible (d’inverse B).

Remarque : on a donc montré le résultat suivant : fa bijective < A inversible.

3. a. Soit A € R. On a effectivement fa_x7, = fa — /\[dMn(R) car
VM € Mn(R), fa—ar, (M) =(A—Xp)M =AM — XM = fa(M) — )‘IdMT,,(R)(M) =(fa— )\IdMn(R))(M).
Et, d’aprés la remarque précédente, on a :
A est une valeur propre de f4 fa— )‘Id./\/ln(]R) n’est pas injectif
fa —XMdpy, ) nest pas bijectif (car My (R) est de dimension finie)
fa—xr, n’est pas bijectif

A — M\, n’est pas inversible

K

A est une valeur propre de A.

3. b. On vérifie sans difficultés (par exemple en calculant le polynéme caractéristique de A) que —1 et 3 sont les deux valeurs propres
de A, donc de f4 d’aprés 3. a. Déterminons maintenant les deux sous-espaces propres E_1(fa) et E3(fa) de fa (qui sont donc des
sous-espaces vectoriels de Mo (R)!).

Soit M = (‘; fl) € M2(R). On a:

o a+2b c+2d\ a c
MGE‘l(fA)@AM_’M‘i’(mJFb 2c+d)_’(b d

) & b= —aetd= —c.

1 0 0 1
DoncMEE—l(fA)éM:a’(—l O)+C(0 _1>.

Ainsi E_1(fa) = Vect(((_ll 8) : (8 _11)) (plan vectoriel de M2 (R)). De méme Es(f4) = vect((G 8) : (8 }))



Remarque : il ne faut pas confondre f, endomorphisme de My (R), avec l’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.
4. a. Notons Ogn = (0, ...,0) le vecteur nul de R™. F, est un sous-espace vectoriel de L(R™). En effet :
i) F, est non vide car § € Fy, : Vo € R™, a0 0(z) = a(f(x)) = a(Ogn) = Ogn car a € L(R™). Donc ao 6 = 0.
i) F, est stable par combinaison linéaire d’aprés les propriétés de + et o dans L(R™) :
Y(g,h) € F2,¥(a, 8) € R?, a0 (ag+ Bh) = caog+Baoh=ab+ 56 =0.
Pour prouver enfin I’équivalence demandée il est souvent plus convaincant de prouver les deux implications :

Supposons g € F,. Soit v € Im g. Il existe u € R™ tel que v = g(u) et a(v) = a(g(u)) = ao g(u) = 6(u) = Ogn. Donc v € Kera.
Ainsi Im g C Kera. Réciproquement, supposons Im g C Kera. Soit x € R™ (quelconque). Comme g(z) € Im g, g(z) € Kera, et donc
aog(z) =a(g(x)) =Orn. Donc ao g = 0, autrement dit g € Fy.

4. b. Soit g € L(R™). Comme tout vecteur de Im g est une combinaison linéaire des vecteurs g(e1),...,g(en), on vérifie facilement avec
4. a. que g € Fy si et seulement si les vecteurs g(e1), ..., g(en) sont des vecteurs de Kera, donc ssi g(e1),. .., g(en) sont des combinaisons

air ... ain
linéaires des vecteurs ey, ...,ep. Par conséquent, g € Fy ssi G = Matpg(g) est du type agl T agn

o ... 0

Notons F, I'ensemble de ces matrices (qui est un sev de M, (R)). Comme la matrice G précédente est la matrice >7_, Z?:1 a;;Eij, la
famille (E11,...,Epyn) est par définition une famille génératrice de F,. Et comme cette famille, formée de vecteurs de la base canonique
de My, (R), est libre, (E11,...,Epy) est une base de . D’ott dim F, = pn.
4. c. L’application M ATp associant & un endomorphisme de R™ sa matrice dans la base B = (e1,...,en) de 4. b. est un isomorphisme

de L(R™) sur My, (R) et Papplication MATgl est un isomorphisme de My, (R) sur £L(R™).
Comme un isomorphisme transforme un sev en un sev de méme dimension, on en déduit que

dim F, = dim MAT5*(Fo) = dim F, = np = ndimKera.
5. a. Soient Id I’application identique de R™ et a ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.
Soit M € M, (R) et m ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & M. On a alors :
AM:)\M<:>(A—/\In)M:0<:>(a—AId)om:9<:>m€Fa_,\Id.

Comme Dapplication, associant a un endomorphisme de R™ sa matrice dans la base canonique de R™, est un isomorphisme de £(R") sur
My (R) et qu’un isomorphisme transforme un sev en un sev de méme dimension, on obtient d’abord :

dim F,_xrqg = dim{M € M,(R)/AM = AM}

Or, par 4. ¢, dim F,_ y;4 = ndim Ker(a — AId) et aussi dim Ker(a — AId) = dim Ker(A — A\I,,) puisque le sous-espace propre de a associé a
A est évidemment de méme dimension que le sous-espace propre de A associé & A, ce dernier étant 'image du précédent par l'isomorphisme
1

de R™ sur My, 1(R) transformant le n-uplet (x1,...,2n) en la colonne . |. Dou
x‘n
dim{M € My (R)/AM = AM} = ndim Ker(A — AI,).
5. b. Soit A1,...,Ap les valeurs propres réelles de A, donc de f4. D’aprés 5. a. on a :
A est diagonalisable dans M, (R) < dimKer(A—XiI,)+ - +dimKer(A — A\pIp) =dim M, 1(R) =n
ndimKer(A — A1) + - - - + ndim Ker(A — A\, I,,) = n?
dimKer(fa — MIdpg, ) + -+ dimKer(fa — Apldpg, ) = dim Mn(R)

fa est un endomorphisme diagonalisable de M, (R).

t ¢



