Spé PC. Année 2024-2025. Feuille d’exercices de mathématiques n° 15.

Exercice 1. Soient (E, (, )) un espace préhilbertien réel, || || la norme associée au produit scalaire, et £ € E.
e On dit qu’une suite (u,) de vecteurs de F converge faiblement vers £ si, pour tout v € E, lirf (un,v) = (Lv).
Dans ce cas, on dit que ¢ est la limite faible de la suite (un).

1. Montrer qu’une suite (u,) de F ne peut avoir qu’une seule limite faible.

2. Montrer que si lir_{l |lun — £|| = 0, alors (un) converge faiblement vers £.
n—-—+0oo
3. Montrer que si (un) converge faiblement vers £ et lim ||uy| = ||4||, alors lim |lu, —¢|| = 0.
n——+oo n—-+oo

4. Dans cette question, E est de dimension finie. Montrer si (u,) converge faiblement vers ¢, alors lirf lun — €] = 0.
n— o0

Exercice 2. On pose : V(P,Q) € R:[X]?, (P|Q) = Z P(k)Q(k).
k=0

1. Montrer que (|) est un produit scalaire sur Ra[X].

2. Déterminer une base orthogonale de R2[X] muni de ce produit scalaire.
n
Exercice 3. Soit (ao, ..., an) € R*1. On pose : V(P,Q) € R,[X]?, (P|Q) = ZP(k)(ak)Q(k)(ak).
k=0
1. Montrer que (|) est un produit scalaire sur R, [X].

2. Dans le cas n =2, ap = —1, a1 = 0, a2 = 1, déterminer une base orthogonale pour ().

1
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Exercice 4. Soit £ = C”([-1,1],R). On pose, pour tout (f,g) € E*, (f,g) = [1 ﬁ dx.

Veérifier que (F, (, )) est un espace préhilbertien réel. Calculer la norme de la fonction constante égale 4 1 sur [—1,1].

Exercice 5. Soient u et v deux vecteurs d’un espace préhilbertien. Montrer que ulv < Vt € R, ||u + tv|| > |Jul|.

Exercice 6. Cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit E un espace préhilbertien réel.
Soient u € E\ {0} et v € E tels que [(u,v)| = ||u] ||v].
1. Montrons par analyse-synthése que v est colinéaire a u :

1. a. Analyse. Supposons qu’il existe k € R tel que v = ku. Montrer que k = %
U

(u,v) (u,v) 2
Tul? gz Ul =0

2. Soient v € E\ {0} et v € E tels que (u,v) = |Jul| ||v|]|. Montrer qu’il existe k € R tel que v = ku.

1. b. Synthése. Montrer que v =

u en vérifiant que ||v —

3. Application. Déterminer (x1,--- ,x,) € R” tels que 21 4+ -+ + &, = n et  +--- + 22 = n.

Exercice 7. Soit F un espace euclidien de dimension n € N*. Soit F = {eu, ..., e, } une famille de vecteurs unitaires telle que :
.. 2 . .
V(i,4) € [Ln]", i #j = llei —e5ll = 1.
Montrer que F est une base de E.

1
Exercice 8. Soit f € C°([0,1],R"). On pose : u, = / f(x)"dz, n € N. Prouver que Vn € N*, 42 < Un—1. Unt1-
0

1
Exercice 9. Soit E = C°([—1,1],R). On pose, pour tout (f,g) € E?, (f,g) = f(x)g(x) dx.
—1

On rappelle que (E, {, )) est un espace préhilbertien réel.

Pour tout n € N, on note : u,(z) = (2% — 1)", € [=1,1] et p, = u{" (dérivée n'*™° de uy,).
Vérifier que la famille (py)nen est une famille orthogonale de (E, (, )).

1 3
2 4
supérieures de M2 (R). Vérifier que T est sous-espace vectoriel de M3 (R) et calculer la distance de A a 7.

Exercice 10. On munit M3(R) de son produit scalaire usuel. Soit A = et T l'ensemble des matrices triangulaires

Exercice 11. On munit M, (R) de son produit scalaire usuel.
1. Prouver que S,(R)*: = A,(R).

2. Soit A = (ai;j) € My (R). Calculer la distance de A a S, (R).
3. Déterminer Vect(I,,)™*

Exercice 12. 1. Vérifier que 'on définit un produit scalaire sur R3[X] en posant :
1
Y(P.Q) € X, (PIQ) = [ P)Q()(1 +4) da,
-1

2. Déterminer une base orthogonale pour (|) du sev R2[X], et calculer la distance de X® + 1 a Ro[X].

Exercice 13. R* est muni de son produit scalaire usuel. Déterminer la matrice, dans la base canonique de R*, de la projection
orthogonale sur 'hyperplan H d’équation cartésienne : x —y 4+ z — ¢t = 0.

1



Exercice 14. Soient (F, (|)) un eve, a un vecteur unitaire de F, et p la projection orthogonale sur I’hyperplan Vect(a)=.
Montrer que pour tout (u,v) € E2, (p(u)|p(v)) = (ulv) — (a|u)(alv).

Exercice 15. On munit M, (R) de son produit scalaire usuel. Soit H = {M € M, (R)/tr(M) = 0}.

1. Vérifier que H est un sous-espace vectoriel de M, (R) et préciser sa dimension. Déterminer H -

2. Soit J la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Calculer la distance d(J, H).

Exercice 16. R,,[X] est muni du produit scalaire (, ) défini par : (P, Q) = Z arby si P = Zaka et Q= Zkak.
k=0 k=0 k=0

Soit H = {P € R,[X]/P(1) = 0}.
1. Vérifier que (, ) est bien un produit scalaire sur R, [X].

2. Verifier que H est un sous-espace vectoriel de E. Déterminer H et calculer la distance du polynéme X a H.
P

Exercice 17. Soient n et p € N*; E un eve de dimension n et e1, - - - , e, p vecteurs unitaires tels que Vx € E, ||:c||2 = Z(m, ek )2.
k=1

1. Montrer que (e1,- -+ ,ep) est une famille orthonormée de E.

2. Préciser (Vect(e1,--- ,ep))". En déduire que (e1,--- ,ep) est une base orthonormée de E (et donc que p = n).

Exercice 18. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 2. Soit f € L(F) tel que :

V(z,y) € B, (z,y) = 0= (f(x), f(y)) = 0.
1. Soit (u,v) € E%. Vérifier que u +v Lu —v < |lul = ||v]|.
2. Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de E. Montrer que ||f(e1)|| = ||f(e2)]| =+ = | f(en)]-

3. En déduire qu'il existe A € RT tel que Vz € E, ||f(z)| = A||z]|-
1

Exercice 19. Calculer inf (2® — (az 4 b))? d.
(a,b)ERZ J
Exercice 20. 1. On note, pour tout n € N, I,, = 0+OO z"e”*. Justifier I'existence de I,, et calculer I,,.
—+oo
2. Calculer inf (z* — (az + b))’e " da.
(a,b)ERZ

Indication : Interpréter cette borne inférieure comme la distance d’un vecteur a un sous-espace d’un eve.

Exercice 21. R* est muni de son produit scalaire usuel. Soit u = (1, —1,1,1) et v = (5,1, —3, 3). Déterminer la matrice, dans
la base canonique de R*, de la projection orthogonale sur le plan P engendré par u et v.

Exercice 22. On munit R? de son produit scalaire usuel. Soit D = Vect((a, 8)) ot (o, 3) € R?\ {(0,0)}.
Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a la droite D dans la base canonique de R?.
Vérifier que la matrice obtenue est bien une matrice orthogonale dont le déterminant est égal & —1.

Exercice 23. Soient E un espace euclidien, u € E\ {0g}, A € R*, et f € L(F) défini par : Vz € E, f(x) =z — ANz, u)u.
Montrer qu’il existe un seul réel A tel que f € O(FE) et reconnaitre I'isométrie f.

Exercice 24. Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit f une isométrie vectorielle de F et g = Idg — f.
1. Montrer que Kerg C (Im g)* puis que Kerg = (Im g)*.
2. Soit x € E. Soit y (resp. z) la projection orthogonale de = sur Ker g (resp. Im g). Soit ¢t € E tel que z =t — f(t).

n—1
a. On pose : S, (z) = 1 Z f¥(x), n € N*. Vérifier que S, () = y + l(t — ().
n & n
b. Prouver que liIJIrl Sn(z) =y.

Exercice 25. On munit R" de son produit scalaire usuel noté (|). On note (e1,- -+ ,ey) la base canonique de R".

Soit A = (ai;) € On(R) et Sp=>_ > ai;.

i=1 j=1
1. Soient f € L(R"™) canoniquement associé & A et u =e1 + -+ + e,. Calculer (f(u)|u).
2. En déduire que |Syp| < n.

Exercice 26. Soit A = (ai;) € On(R). Prouver avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz usuelle dans R™ que Z Z las;| < nt.

i=1 j=1
Exercice 27. Soit p € N* et A € S,(R) tels que AP = I,,. Prouver que si p est pair, A2 = I,, et que si p est impair, A = I,.
Exercice 28. Déterminer toutes les matrices A € Sy, (R) telles que A 424 — 31, = 0.

Exercice 29. Soit A € M, (R) telle que AAT A=1,.

1. Montrer que A est symétrique.

2. Montrer que A = I,,.

Exercice 30. Soient A € S,(R), et A1, -+, A, les valeurs propres non nécessairement distinctes de A.
n n n

Montrer que Z Z afj = Z /\i.
i=1 j=1 k=1



Exercice 31. Soient A € S,,(R), et A1,---, A, les valeurs propres non nécessairement distinctes de A.

Soit X € My 1(R) telle que XX =1. Montrer que min A <!'XAX < max Ak
ke{l,---,n} ke{1l,---,n}

Exercice 32. Soit E un eve. Soit f € S(E) tel que Va € E, (f(z),x) = 0. Prouver que f est endomorphisme nul.
Exercice 33. Soit E un eve. Soit f € S(E). Prouver que Ker(f o f) = Ker f.

Exercice 34. Soit « (resp. §) la plus petite (resp. grande) valeur propre d’un endomorphisme symétrique f d’un eve E.
Montrer que Yz € E, ojz||* < (f(z),z) < 8|=|.

Exercice 35. Soit (E, (])) un espace vectoriel euclidien et (u1,- - ,un) une base de E.
1. Vérifier que ’on définit bien un endomorphisme f de E en posant : Vo € E, f(z) = Z(w|uk)uk
k=1
2. Montrer que f est un endomorphisme auto-adjoint de E et que ses valeurs propres sont strictement positives.

3. Justifier que f est bijective et montrer que f~! est un endomorphisme auto-adjoint de E.

Exercice 36. Soit I un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme autoadjoint de E. Prouver que Im f = (Ker f)*.
Exercice 37. Soient U € On(R) et A=2(U+U™").

Montrer que A est diagonalisable dans M, (R) et que le spectre de A est inclus dans [—1,1].



