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Exercice. Solutions et/ou indications.

1. Identifions chaque rangement a une application de ensemble B = {Bi, - - - , Br} des r boules dans ’ensemble Y = {U1, -+ ,Un}
des n urnes. L’ensemble 2 de ces n” rangements est muni de la probabilité uniforme (ou équiprobabilité) P : chaque rangement
est équiprobable. Comme il y a (n — 1)" applications de B = {By,--+ , B} dans U \ {U;}, on a donc :
n—1)" 1.,
B(X) = PG = 1) = P(a) = P - Ly
n n
Enfin comme N,, = X3 + --- 4+ X,,, par linéarité de ’espérance, on a :
1,
E(N,)=E(X1)+ -+ E(Xn) =nE(X1)=n(1—- 5) .
9 L, (n—2)" 2.,
2. E(X{)=E(X;)etsii#j, E(X;X;)=P(X;=1,X,;=1) = B a— =(1- E) .
1 2
D 2 . ) — e _ _~ r.
onc E(N;) ZE (X7)+2 Z E(X;X;) =n(1——)" +n(n—-1)1->)
1<i<j<n
3.0na:
N, 1 1 2 2
Var(Nm) = Var(Na) = (B(NE) — (B(N)?)
1 1., 1 2., 1.0
= S(l-) 41— =)m—(1—=)¥m
L - - 2= )
[JREN . Nn s 10 . . 2 I8 1 2r —2c
d’ott lim Var(—) = 0 car, en passant & Pexponentielle, on montre que lim (1—-=)" = lim (1—-=)"" =¢ “
n—-+oo n n—-+oo n n—-—+oo n
Comme N, N, N, N, N, N,
EN(Z2 — 6792 = BEl((Z2 — B(2™ E(=Y — 7 9))?] = Var(=2 E(22) — 792
(A2 = e = BT - BE2) + (BT2) — 7)) = Va2 4+ (B(E2) — e,
: N —c\2 . N’ﬂ . 1 T —c
déduit lim FE[(— — =0 1 E(—)= 1 1—=)"= .
on en déduit que lim [(n e )7 car lim (n) nlg»loo( n) e
4. On utilise I'inégalité de Markov avec la v.a. positive et d’espérance finie (&= — e ).

Probléme 1.
1.0na: E(X;)=(-1)-P(X1=-1)+1-PX1=1)=—-(1—-p)+p=2p—1, E(X}) = 1 car X7 est une v.a. constante égale
alet

V(X)) = B(XT) = (B(X1))" =1 - (2p—1)" = 4p — 4p" = 4p(1 - p).
Comme les v.a. X1, ..., X, suivent la méme loi, E(X;) = E(Xpn)=2p—1let V(X1)=---=V(Xn) =4p(1 —p).
Par linéarité de l’esperance, E(S,) = E(X1)+ +E(X,) = E(Xl) = n(2p—1) et comme les v.a. X1,..., X, sont mutuellement
indépendantes,

V(Sn) =V(X1)+ -+ V(Xn) =nV(X1) = 4np(1 — p).

2. On suppose p €]3,1[. On a bien E(S,) =n(2p —1) > 0 car 2p > 1.
2. a. Rappel : soita>0etz €R. Ona:lz|>asx>aouz < —a.
Donc (|Sn — E(Sn)| > E(Sn)) = (Sn —E(Sn) > E(Sn))U(Sn —E(Sn) < —E(Sn)) = (Sn > 2E(S,)) U (S, < 0). Par conséquent

(Sn <0) C (|Sn = E(Sn)| = E(Sn))-

2. b. D’apres 2. a. P(S, < 0) < P(|Sn — E(Sn)| > E(Sn)). Et, d’aprés 'inégalité de Tchebychev, comme V(S,) existe et
E(Sn) > 07
V(Sn (_ 4]7(1*17) )

P(|Sn = E(Sn)| 2 E(Sn)) <

E(Sp)?" n(2p—1)?
Donc 0 < P(S, <0) < %, cet encadrement impliquant nkrilw P(S, <0)=0 car ngrﬁr-loc % _

On suppose désormais que p = %

3. a. (San+1 = 0) est un événement impossible car Sz,,4+1 est une somme d’un nombre impair de termes égaux & —1 ou 1. En
effet, une somme de N € N* entiers égaux & —1 ou 1 ne peut étre nulle que s’il y autant de —1 que de 1 dans cette somme, et
donc que si N est pair.

En conclusion, P(S2n+1 = 0) = 0.



3. b. Notons Uz, '’ensemble des 2n-uplets (x1,...,z2,) tels que Vk € [1,2n], zr € {—1,1} et 1 + -+ + z2, = 0. Comme un
2n-uplet de Uz, est déterminé par la position des n entiers égaux a 1 (les n autres termes étant égaux a —1), Uz, comporte

donc (277) éléments.

Ona:
(S2n:0): U (X1:xl,Xzzwg,...,in:l’gn)7
(z1,-.,@2n)EV2n

et comme cet union est une union d’événements deux a deux incompatibles :

P(S2n, =0) = Z P(X1 =x1,X2 =x2,..., Xon = x2n).
(T1,---s Topn)EUp
Enfin par mutuelle indépendance des v.a. X1, ..., Xon, toutes de méme loi uniforme sur {—1,1}, on obtient :
P(Szn:()) = Z P(X1 :$1)P(X2:$2)...P(X2n::EQn)
(x1,..,2n)EVU2n
=Y G = eand(a) - ()
2 EERD)

(21,...,22n)EV2n

Rappelons la formule de Stirling : n! ~ 2mn (2)". D'out (2n)!  ~  VAmn(22)*, (n!)>  ~  27mn(2)°" et apres

n—-+4o0o n—-4oo n—-+oo
simplifications :
P(s _O)_(zn)!(l)gn Vi (2m)2n 1 11
=0 =z Q) L N drn (B v e VR
1
La série de Riemann Z 7n diverge (car d’exposant 3 < 1), donc la série Z P(S2, = 0) diverge par la régle de I’équivalent
n>1 n>0
positif.
+oo
—1)...(a— 1
3. c. Soit & € R\ N. On rappelle que Vt €] — 1,1], (1+t)a:1+ozt+za(a ) '(a nt )t"
n!
n=2
En particulier pour o = —%, on obtient, aprés simplifications, que pour tout ¢ €] — 1,1] :
_1 1 (271 ) n 'n n n
A+t =1 D) +Z onpl 7t+z 22nnl _1+Z 22nn| 2zt

Soit « €] — 1, 1[. En considérant t = —z €] — 1, 0] dans ’égalité précédente, on obtient bien d’aprés 3. b. et 3. a. que :

“+ oo “+o0o “+ oo

= + o " =P(So=0)+> P(Son=0)2""=> P(S2, =0)z"" =Y P(S, =0)z"

car

“+oo
ZP(S": ZPS2m—0 2m+ZPSQm+1—0 2m+1*ZPSQm—O ZPSQTL—O
= ———

nm]
m=0 m=0

=0
4. On constate directement que : (S2 #0, S4=0)= (X1 =-1,Xo=-1,X35=1, X4 =1D)U (X1 =1,Xo=1,X5=-1,X4 =
—1).
D’ot par incompabilité et indépendance mutuelle des v.a. X1, X2, X3, X4 :

’P(Sz 40, Sy =0) \ = P(X1 = —1)P(X2 = ~1)P(X3 = DP(Xs = D)+P(X1 = YP(Xa2 = DP(Xs = ~1)P(Xa = —1) = (3)"+(

5. a. 51 S2 = 0et Sg¢ = 0, alors S2 = 0 et S¢ — S2 = 0. Réciproquement, si So = 0 et S¢ — S2 = 0, alors Sz = 0 et
Se = S2 4 (S6 — S2) = 0. Donc (S2 = 0,56 = 0) et (S2 = 0,56 — S2 = 0) sont les mémes événements. En outre, 'événement
(S¢ —S2 = 0) = (X3+ X4+ X5+ X6 = 0) est indépendant de I’événement (S2 = 0) = (X1+ X2 = 0) car lav.a. X3+ X4+ X5+ X¢
(fonction des v.a. X3, X4, X5, X¢) est indépendante de la v.a. X1+ X2 (fonction des v.a. X1, X2). Enfin la v.a. X3+ X4+ X5+ X6
suit la méme loi que la somme X; + X2 + X3 + X4 = S4. Donc par 3. b.

[P(5= 0.8 = 0) | = P(S2= 0,55~ % = 0) = P(S: = 0)P(S — > =0) = P(S; = 0)P(S, =0) = L (4> () =] |

5. b. On procéde comme dans la question précédente. Comme (S4 = 0,56 = 0) = (S1 = 0,56 — 54 =0) = (S4 = 0, X5+ X6 = 0),
(S2 # 0,54 =0,5 =0) = (S2 # 0,54 = 0)N(X5+Xe = 0). Or événement (S # 0,54 = 0) (défini avec les v.a. X1, X2, X3, X4)
est indépendant de I’événement (X5 + X6 = 0) (défini avec les v.a. X5, X6), et la v.a. X5 + X6 a la méme loi que S = X1 + Xo,
donc :

]P(s2 #0,8, =0,S5 =0) \: P(S2 # 0,81 = 0)P(X5 + X = 0) = P(S2 # 0,54 = 0)P(Sy = 0) =
2




d’aprés 4. et 3. b.

5. c. En utilisant le systéme complet d’événements (Sys = 0), (Ss # 0), on a :
(S2#£0,5 =0)=(S2#0,54=0,5 =0)U (S2 #0,54 # 0,56 =0)
et par incompatibilité : P(Sz # 0,56 = 0) = P(S2 # 0,54 = 0,56 = 0) + P(S2 # 0,54 # 0,56 = 0) d’ou :
P(S2#0,54 #0,56 =0) = P(S2 #0,5 =0) — P(S2 # 0,54 = 0,5 =0) (x)

De méme P(Ss =0) = P(S2 #0,S¢ =0) + P(S2 = 0,5 = 0) et d’aprés 3. b. et 5. a. :

[P(S2 # 0,8 = 0) | = P(Ss = 0) — P(S2 = 0,8 = 0) = <g>'(;)6_136_20'(;)6‘136—'

Et finalement d’aprés (*) et 5. b. on obtient : ’P(Sz # 0,54 # 0,5 =0) ‘ = é — 1—16 = %
6. Montrons d’abord par double inclusion que (S, U Sp=0)N By) :

1) Si I'événement U ((Sn = 0) N By) est réalisé, 'un au moins des événements de 1'union est donc réalisé ce qui implique

k=1
n

évidemment la réalisation de (S, = 0). Autrement dit, U ((Sn =0)N Bx) C (S, =0).

k=1
11) Supposons (S, = 0) réalisé. Considérons les événements (S, = 0) pour k € [1,n] et notons j le plus petit entier de [1,n] tel
que (S; = 0) soit aussi réalisé (un tel j existe nécessairement et peut &tre égal & n (si n est pair)). Alors par définition de Bj,
Pévénement (S, = 0) N B; est réalisé. On a donc (S, = 0) C (S, = 0) N B; et par conséquent (S, = 0) C U ((Sn = 0) N By).

k=1

Exemples. Si Sg = 0 avec Sz # 0, Sa # 0 alors j = 6 et ’événement Sg N Bg est réalisé. Si S¢ = 0 avec S2 # 0, S+ = 0 alors
j =4 et 'événement Sg N By est réalisé.
Puis, par incompatibilité des événements ((S, = 0) N By), k € [1,n] :

n

tn = P(Sn = 0) = Lnj ((Sw = 0)N By)) = ZP =0)NBi) = P(Bk)Pg, (Sn = 0).
k=1 k=1 k=1

En raisonnant comme en 5. a. pour k € [1,n — 1], on a Pp, (Sn =0) = P(Sn—x = 0) car :
P((SHZO)OB’C) = P( 7&05527607"'7Skf17é075k:()75n:0)

= P(51#0,5 #0,---,Sk—1#0,5% =0,5 —Sp=0)

= P(Sl#OSQ#O"',Skfl#O,Sk:O,X}c+1+'~~+X"=0)

= P(51#0,82#0,--,5%-1#0,S, =0)P(Xp11+--+X,=0)

car 1'événement (S; # 0,52 # 0,--+,Sk—1 # 0,Sk = 0), ne faisant intervenir dans sa définition que les v.a. X1, -+, X, est
indépendant de ’événement Xjy11 + --- 4+ X, = 0 ne faisant intervenir dans sa définition que les v.a. Xg41,--- , Xn.

Enfin comme Xg41 4+ -+ X,, et S,,_; ont la méme loi :

P((Sn = 0) N Bk) = P(Bk)P(Snfk = 0)

ou encore P((S. = 0) 1 By)
n — N By
Pp, (Sp =0) = —2n =Pk _ pg = 0) = w,_p.
B, (Sn = 0) P(Br) (Sn—k =0) = un—x
L’égalité précédente est encore vraie pour k = n car Pg, (S, =0) =1 = P(So = 0) (si B, est réalis¢, (S, = 0) est réalisé!).
En conclusion, u, = P(S, = ZP (Bk)PpB, (Sn =0) Zbkun k-
k=1

7. On convient de poser by = 0. Soit z €] — 1,1[. Pour tout n € N, u, = P(S, = 0) € [0,1] et b, = P(Bn) € [0,1] donc les
séries Z Uz et Z brx" convergent absolument par comparaison a la série géométrique convergente Z |z|™ car Vn € N,

n>0 n>0 n>0
lunz™| = unlz|™ < |z|™ et |bpz™| = ba|z|™ < |z|™. Le produit (de Cauchy) des deux séries Ebnx" et Zunazn est la série
n>0 n>0

n
E chx avec

n>0

n
YneN, ¢, = Zbkun_k,
k=0
n
Plus précisement, co = boup = 0 et pour tout n € N*, ¢, = Z brUn—r = un, d’aprés 6.
k=1



Par le théoréme sur le produit de deux séries absoluments convergentes (ou de deux séries entiéres), on a donc :

too +oo +oo 00 +o00 +o0

n n n n n n

g(z) - E UnT = E bra” - E UnXT = E CnT = E Cnx = E UnT' .
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1 n=1

—+o00 “+oo
1 1 1
8. Soit z €] — 1, 1[. D’aprés 3. c. Upx" = ——— et UpT" = ———= —up = ————= — 1 car up = P(So =0) = 1.
} [ P HZ_O V1—2a2 ; V1—2? T Vi-2? 0 (S0 =0)

1
Donc d’aprés 7. g(m):\/1—3@2(\/%—1):1—\/1—332:1—(1—:102)%.
—x

9. On procéde comme en 3. c. avec o = % On obtient, aprés simplifications, que pour tout ¢ €] — 1,1] :

1 1 no11:3---(2n—=3) .,
2 —= — — P S ——
(1+1¢) 1+2t+ E (-1) ] t".

n=2

Soit = €] — 1,1[. En considérant t = —2? €] — 1,0] dans I’égalité précédente, on obtient bien d’aprés 3. b. et 3. a. que :

+oo
2\1 1 2 13(271-3) 2n
(=ef)r=t-ge® =)~ ¢
et d’aprés 8.

L1 X1-3---(2n—3) =
_ 2\+ 2 L - 2n __ 2n
glx)=1—(1—2")2 =5 +ZTI 7Zb2nx .

n=2 n=0
Par unicité du DSE(0) de g sur | — 1, 1], on obtient que pour tout n > 2, bar, = 13271—(2?_3)

n!

Remarques. i) On retrouve by = P(Bz) = P(S1 # 0,52 =0) = P(S2 =0) = %

#1) On peut vérifier avec 3. b. que pour tout n > 2, ——"——= = by,

Probléme 2. Partie A.
1. On vérifie sans difficultés que pour tous (M, N) € M2(R)? et (o, 8) € R?, f(aM + N) = af(M) + Bf(N).

a b

De plus, pour tout M = (Z Z) € Ma(R), f(f(M)) = f( (_dc ;b)) = (c d) = M. Donc f o f est l'application identique

de M2 (R), et, d’aprés le cours, I'involution f est une symétrie vectorielle de M (R).
2. a. On vérifie sans difficultés en calculant M N, f(MN), f(N)f(M) que 'on a bien : f(MN) = f(N)f(M).
2. b. Soit M € GL2(R). La matrice f(M) est inversible car det(f(M)) = det(M) # 0. De plus, d’aprés 2. a. :
Iy = f(I2) = f(MM™") = f(M~")f(M).
Donc la matrice inverse de f(M) est la matrice f(M™1), ie. f(M)™" = f(M™).
2. c. Soit P € GL2(R) telle que B = P~*AP. D’aprés 2. a. et 2. b., on a :
F(B) = f(PTTA)P) = f(P)[(PT A) = [(P)F(A)f(P™") = f(P)f(A)f(P)"".
Ou encore, en posant Q = f(P)™!, f(B) = Q' f(A)Q. Donc f(A) est semblable & f(B).

3. a. NV est le noyau de la forme linéaire non nulle tr sur M2 (R). Donc, d’aprés le cours, A/ est un hyperplan de Ms(R),
c¢’est-a-dire un sous-espace vectoriel de dimension 3 de M3 (R).

Remarque : On pouvait aussi observer que N = { (Z _ba) /(a,b,c) € ]R3} = Vect(E11 — E22, E21, E12).

Et D est par définition la droite vectorielle engendrée par Iz, donc un sous-espace de dimension 1 de M2(R).

3. b. On vérifie facilement que N'N'D = {O2}. Et comme dim A + dimD = 3+ 1 = 4 = dim M»(R), on conclut que
N @D = Mz(R).

Puis on vérifie sans difficultés que f(M) = M si et seulement si M € D et que f(M) = —M si et seulement si M € N ce qui
permet d’affirmer que la symétrie f (cf. 1.) est bien la symétrie vectorielle par rapport a D, de direction N.

Partie B.

1. Soient (M, N) € M2(R)? et (a, 8) € R%. L’application ga est linéaire car, d’aprés les propriétés du calcul matriciel,
ga(aM + BN) = A(aM + BN) = aAM + BAN = aga(M) + Bga(N).

Et comme VM € M2(R), ga(M) € M2(R), ga € L(M2(R)).

2. a. et 2. b. Notons A la matrice de ga dans la base canonique (E11, E12, F21, E22) de M2(R). On vérifie que :

0 0
ga(E11) = (CCL 0) =aFE11 + cE21, ga(F12) = <0 z) = aF2 + cEaa,

4



b 0 0 b
ga(E21) = (d 0) =bFE11 + dE2; et ga(Ea2) = (0 d) = b2 + dE2a.
a 0 b O
= 0 a 0 b
Dot A = c 0 d o et tr(ga) = tr(A) = 2a + 2d = 2(a + d) = 2tr(A4).
0 ¢ 0 d

3. a. Supposons A € GLz(R), i.e. inversible. Alors, pour tout M € M2 (R) :
ga-1(ga(M)) = ATH(AM) = (AT A)M = M et ga(ga—1(M)) = A(A™'M) = (AA™ )M = M

car la multiplication est associative dans M2(R). Donc g4-1 094 = gaogs—1 = Isz(R). Par conséquent, g4 est une bijection
de M2(R) dans M2(R) et sa bijection réciproque, notée g3 ', est 'application g 1.

3. b. Supposons ga bijective. Il existe une (unique) matrice M € M2 (R) telle que ga(M) = I, c’est-a-dire telle que AM = I>
(x), cette matrice M étant, par définition, 'unique antécédent de I> par ga. Remarquons que 1'égalité (x) implique det(A) # 0
car det(A) det(M) = det(AM) = det(I2) = 1. Donc A est inversible (d’inverse M).

4. Supposons A valeur propre de ga. Soit M € M2(R), M # Oa, telle que ga(M) = AM, c’est-a-dire telle que AM = AM.
Comme M n’est pas la matrice nulle, 'une au moins des deux colonnes de M est non nulle. Supposons par exemple que la

1) = \M (é), c’est-a-dire AC1 = AC1. On en déduit que A est

premiére colonne de M, notée C4, soit non nulle. On a AM (0

une valeur propre de A (et C; un vecteur propre de A).

Autre approche possible. Remarquons que AM = AM < (A — A2)M = Os. Si A — \]> était inversible, on obtiendrait M = O,
en multipliant ’égalité précédente a gauche par (A — AI2)™", ce qui contredit 'hypothése faite sur M. Donc A — Alp n’est pas
inversible et A est donc bien une valeur propre de A.

Supposons A valeur propre de A. Soit X € M3 1(R), X # O2,1, telle que AX = AX. Soit M la matrice de M2 (R) dont les
deux colonnes sont égales & la colonne X. On constate alors que AM = AM. Et comme M # Oz, A est donc une valeur propre
de ga.

Remarque : on pouvait prouver directement I’équivalence en utilisant la question 3. Observons tout d’abord que : Id Moy = 91
et Y(U,V) € M2(R)?, gy — 9y = gy_y Car:

2

VM € M2(R) (95 — 9 )(M) = g, (M) — g, (M) =UM = VM = (U = V)M = g,,_ (M).
D’apreés 3. a. et 3. b., comme M3(R) est de dimension finie :
Agsplg,) & 94— )\Isz(R> =9ga — 91, est bijective
9a_x1, €St bijective

A — M5 est inversible
A ¢ sp(A)

t o0

donc A € sp(g,) & X € sp(A).

5. e Eléments propres de A.

On vérifie que : xA(X) = X(X +1) =2 = X2+ X —2 = (X — 1)(X +2), E1(A) = vect(G)), E_s(A) = Vect((_12>).
Remarque : La matrice A est diagonalisable dans M2(R) car elle a deux valeurs propres réelles distinctes. Plus précisement, si
P = (1 _12) et D = (é _02>, D = P 'AP : D est la matrice, dans la base ((1,1), (1, —2)) de R?, de ’endomorphisme f
de R? canoniquement associé & A.

e Eléments propres de ga. D’aprés 4. sp(ga) = sp(A) = {-2,1}.

Déterminons E_2(ga). Soit M = (g i) € M2(R). On a :

M€ E 5(ga) < AM =AM

y = —2
20—y = -2y
< t = -2z
2z—t = =2t
y = —2x
< { t = =2z

Donc

E_z(gA):{(_:;I _;) /(x,z)eRz}:Vect(<_12 8),(8 _12>).

El(gA):{@ z>/(x,z)eR2}:Vect(G 8)(8 D)

Remarque : ga est un endomorphisme diagonalisable de M2(R) car dim E_3(ga) + dim E1(ga) = 2 + 2 = 4 = dim M3 (R).

On montre de méme que :



