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Exercice 1. Inégalité de Tchebychev-Cantells.
1. Soient € >0 et t > 0. Notons U lavia. X — E(X).Ona: (U>e)=U+t>e+t). Ore+t>0,donc

(U4t>e+t)C (U+t)°>(e+1)°)
car 'événement (U 41)? > (e +t)?) est 'union des deux événements incompatibles (U 4t > e +1) et (U 4+t < —(e+1)). Donc
PU>e) < P((U+1)° > (e+1)°) (1)
Appliquons maintenant !’inégalité de Markov avec la v.a. positive et d’espérance finie (U +t)* = (X — E(X) +¢)*>. On a :

E[(U +t)°]

P[(U+t)?>(e+1)% < E

(2)
Or E(U)=E(X -EX))=E(X)-E(X)=0, E(U? = E[(X — E(X))?] = V(X) et E(t*) = t?, donc
E[(U +1)°] = E[U? +* + 2tU] = E(U?) + * + 2tE(U) = V(X) + t°. (3)

Finalement, en utilisant (1), (2) et (3), on obtient bien :

? +V(X)
P(X —E(X)>e¢) < e

:2%7 dot f'(t) > 0&t > V(EX).

] et croissante sur [@, “+ool.

2. La fonction f est dérivable sur R avec Vt € RT, f'(t)

Donc f est décroissante sur [0, Y

X X X
Ve )) = V(‘;(() _352 et on en déduit donc que V¢ € R, f(t) > f( (s ))
On obtient alors la majoration demandée en remplagant ¢ par @ dans l'inégalité (4) de la question précédente.

<

On vérifie que f(

3. Comme (—X)? = X? est d’espérance finie, on peut utiliser (1) avec la v.a —X & la place de X.
Comme E(=X) = —E(X), V(=X) = (~1)2V(X) = V(X), on obtient : P(—X + E(X) > ¢) < % Cest-a-dire

P(X - E(X) < —¢) < %
car (—X + E(X) > ¢) est 'événement (X — E(X) < —¢).

4. L’événement (| X — E(X)| > €) est 'union des deux événements incompatibles (X — E(X) > ¢) et (X — E(X) < —e).
Donc d’aprés 1. et 3. :

2V (X)

P(X - E(X)| z &) = P(X = E(X) 2 ¢)) + P(X — E(X) < —¢)) < VX) F2

2V (X) < V(X)
V(X) + 2 g?
(écart-type de X).

5. On vérifie que (majorant donné par I'inégalité de Tchebychev) si et seulement si0 < € < 0(X) = /V(X)

Exercice 3.
1. On a:
X-2 -1 -1 o
Xf(X)=xa(X) =det(XI3—A)=| —1 X -2 -1 :(X—3)‘ 1
0 0 X -3

o (X3 (X —2)? 1) = (X-3)% (X -1).
X -2
Les valeurs propres de f sont donc les réels 1 et 3 car une valeur propre de f (ou de A) est une racine de son polynome
caractéristique.

Comme 1 (resp. 3) est une valeur propre simple (resp. double) de f , on sait d’avance que le sous-espace propre Eq(f) (resp.
E5(f)) est de dimension 1 (resp. 1 ou 2).
On obtient : E;(f) = Vect((—1,1,0)) (resp. Es(f) = Vect((1,1,0))) en résolvant le systéme :

X X X X
Aly| =y | (esp. Aly | =3(y]|)
4 z z z

Et 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable car dim F;(f) 4 dim E3(f) = 2 # 3 = dimR?.

2. Comme une droite vectorielle de R® est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre de f (propriété
du cours), 'endomorphisme f admet donc d’aprés 1. deux droites stables, & savoir les droites : E1(f) = Vect((—1,1,0)) et
Es(f) = Vect((1,1,0)).



En effet, un vecteur propre de f est soit un vecteur (non nul) de E1(f) et il engendre alors la droite vectorielle E(f), soit un
vecteur (non nul) de E3(f) et dans ce cas il engendre la droite vectorielle Es(f).

3. Soit (a,b,¢) € R*\ {(0,0,0)} et P le plan vectoriel de R* d’équation cartésienne : ax + by + cz = 0.
Le plan vectoriel P est stable par f si et seulement si Vu = (z,y,2) € P, f(u) = f(z,y,2) = 2z +y+ 2z, + 2y + 2,32) € P.

Donc P est stable par f si et seulement si :
V(z,y,2) ER ax +by+cz=0= a2z +y+2) +b(x+ 2y +2) +¢c32 =0,
ou encore P est stable par f si et seulement si :

Y(z,y,2) €R? ax + by +cz = 0= (2a + b)x + (a + 2b)y + (a + b+ 3¢)z = 0. (%)

a
Montrons que P est stable par f si et seulement si | b | est une colonne propre de AT.
c
a a a
Supposons | b | colonne propre de AT. Cela veut dire qu’il existe un réel A tel que AT | b ] =X | b ]. On a donc :
c c c

2a+b=MAa,a+2b=Ab, a+b+ 3c= Ac.

On constate que la propriété (x) ci-dessus est satisfaite : Soit (z,y,z) € P c’est-a-dire tel que axz + by + cz = 0. On a
immédiatement : (2a + b)z + (a + 2b)y + (a + b+ 3¢)z = Aaz + by + cz) = A - 0 = 0 (c’est-a-dire f(z,y,z) € P).

Supposons P stable par f, c’est-a-dire que la propriété (x) ci-dessus est satisfaite. Distinguons deux cas :
1) Supposons que l'un au moins des trois réels 2a + b, a + 2b, a + b + 3¢ soit non nul.
Considérons le plan vectoriel II de R® d’équation cartésienne :

(2a +b)x + (a+2b)y + (a+ b+ 3¢c)z = 0.

La propriété (x) peut se reformuler de la fagon suivante : si (z,y,2) € P, (z,y,2) € II, en d’autres termes le plan P est inclus
dans le plan II c’est-a-dire plus simplement --- P =1II (car dim P = dim IT = 2).

Considérons maintenant le produit scalaire usuel de R®. Comme IT = P, II+ = P+, c’est-a-dire :

Vect(2a + b, a + 2b,a + b + 3¢) = Vect(a, b, c).
Rappel : soit R = {(z,y, 2) € R® Juz+vy+wz = 0} avec (u, v, w) # (0,0,0) : R est un plan vectoriel de R? et RY = Vect (u, v, w).
Le vecteur (2a+b, a+2b, a+b+3c) est donc colinéaire au vecteur (a, b, ¢). Il existe donc un réel A tel que (2a+b, a+2b, a+b+3c) =

a a a
Xa, b, ¢), c’est-a-dire tel que AT [ b] =X | b |. On vient de montrer que | b | est une colonne propre de A” (pour la valeur
c c c
propre A).
a 0
i1) (cas particulier) Si 26 +b=0,a+2b=0,a+b+3c=0,ona: AT [b]| = [ 0]. Donc 0 est une valeur propre de AT et
c 0
a
b | est bien une colonne propre de AT (pour la valeur propre 0).
c

4. Commencons par déterminer les éléments propres de AT. Comme x A1 (X) = xa(X), les valeurs propres de AT sont les réels

1 0 T T
1 et 3. On obtient : E;(AT) = Vect(| —1 |) (resp. E3(AT) = Vect(| 0 ])) en résolvant le systéme : AT |y | = [y | (resp.
0 1 z z
T x
ATy =3(v])
z z
a 1 a 0
Les colonnes propres de AT sont donc les colonnes [ b | =%k | —1 | et les colonnes | b | =k [ 0], avec k # 0.
c 0 c 1

D’aprés 3. f admet donc deux plans stables : le plan d’équation cartésienne : x —y = 0 et le plan d’équation cartésienne : z = 0.

Exercice 3.

1. e f est un bien endomorphisme de R, [X] car :

i) Soit P € R,[X]. Ona: d°(P) <n, d°(P)<n—1,d°((X —a)P'(X)) < n et finalement d°(f(P)) < n. Donc f(P) € R,[X].
ii) Soient (P, Q) € R,[X]? et (c, B) € R%. Comme la dérivation dans R[X] est linéaire, on a :

fl@P+8Q) = (X —a)(@P'(X)+BQ' (X)) + aP(a) + Q(a) — (aP(X) + BQ(X))
= a((X —a)P'(X) + P(a) - P(X)) + B((X — a)Q"(X) + Q(a) — Q(X)) = of (P) + Bf(Q)



e Déterminons la matrice A de f dans la base canonique (1, X,...,X") de R,[X].
Comme f(1) = f(X)=0et Vj € [2,n], f(X)) = (X —a)j X" ' +d - X7 = (j — )X — jaX7™' +d,

0 0 a? a® .. a’ e a”
0 0 —2a¢ O e 0 .. 0
0 0 1 —3a 0
0 0 2
A=
0 0 0 —ja
j—1 0
00 0 0 ... o . -na
0 0 0 0 e 0 0 n-—1
2. Comme A est une matrice triangulaire (supérieure), les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux de A. Les valeurs
propres de A sont donc : 0 (valeur propre double) et les n — 1 entiers : 1, 2, ---, n — 1 (valeurs propres simples) : le polynoéme
n—1
caractéristique de A est le polynéme X2 - H (X — k).
k=1

3. i) Soit A une valeur propre non nulle de f. Soit P € R,[X]. On a :
f(P)=AP & Vz €R, (x —a)P'(z) + P(a) — P(z) = A\P(z). (5)

En considérant « = a dans (5), on obtient 0 = AP(a) et donc P(a) =0 car A # 0.

1) Soit k € {1,--- ,n — 1}. Déterminons le sous-espace propre Ej(f) (de dimension 1 car k est valeur propre simple). D’aprés

(5) :
f(P) = AP =Vz >a, (x —a)P'(z) — P(z) = kP(z)

car P(a) = 0. La fonction P est donc solution sur ]a,+oo[ de ’équation différentielle d’ordre 1 homogéne :
(z —a)y'(z) — (k + Dy(z) = 0.

En résolvant cette équation différentielle, on obtient qu’il existe C' € R tel que Yz > a, P(z) = C(z — a)**'. On en déduit que
pour tout © € R, P(x) = C(x — a)**! car le polynéme P(X) — C(X — a)*! est le polynome nul puisqu’il admet une infinité de

Ey(f) = Vect((X — a)**) |

racines, & savoir tous les réels de Ja, +00[. En conclusion,

Remarque : on a considéré x > a afin de pouvoir résoudre l’équation différentielle sur un intervalle sur lequel x — a ne s’annule
pas. On aurait pu raisonner sur | — oo, al.

41) D’une part Vect(1, X) C Ker f car f(1) = f(X) = 0, et d’autre part, 0 étant une valeur propre double de f, on sait par le
cours que dim Eo(f) = dimKer f € {1,2}. D’ou ’ Eo(f) = Vect(1, X) ‘

n—1
4. f est un endomorphisme diagonalisable de R, [X] car dim Eo(f) + Z dmE,(f) =24+ (n—1)=n+1=dimR,[X].
k=1

Partie facultative.

Exercice 6.
1. On a: ||A| = max(|1], |1 +i| +]e"]) = max(1,vV/2+1) = vV2+ 1 et p(A) = 1 car si 2 ¢ 7, A admet les deux valeurs propres
distinctes 1 et e? (chacune de module 1) et si 2 €7, A admet pour seule valeur propre le réel 1 (de module 1!) .

2. Posons A = (ai;), B = (bi;) et C = AB = (¢;5). Comme ¢;; = Zaikbkj, leij] < Z |aix||bk;| et donc, pour tout j € [1,n],

k=1 k=1

n n n

D el <D0 lawk lbrg)-

i=1 i=1 k=1

Or

n n n n n n
SN laakllbrgl =D 0> laillbrs| = D bes| O lask]) < ANl B
i=1 k=1 k=11i=1 k=1 =1

car, par définition de || Al et ||B], ona: > |aw| < [|Al et > [bx;| < || BI.
k=1

=1 =

Donc pour tout j € [1,n], Z leij| < ||A||B|| (%) et, en considérant un indice £ € [1,n] tel que ||C|| = Z |cie|, d’aprés (%) pour
i=1 i=1

j=1:
IAB| = ICll = > lewel < AN BII.
i=1



3. Rappelons que A admet au moins une valeur propre complexe. Soit A une valeur propre complexe de A de module mazimal,

T

c’est-a-dire telle que |A| = p(A). On sait que X est aussi une valeur propre de la transposée AT de A. Soit X = D € Maa(0),
Tn

X #0p1, tel que ATX = AX. Cette derniére égalité est équivalente & : pour tout i € [1,n], Az; = Z ajiTy.

Notons || X ||cc = max(|z1], - ,|zn|) et considérons k € [1,n] tel que |zx| = || X|loo > 0 car X # On,l. On a donc en particulier :

n
AT = E ajkTj
J=1

n
et en considérant les modules : |A||zx| < Z lajk| |z
j=1

<Z|ajk| |k

{_.

IN

£

Al < Z lajk| < ||A|l (la derniére inégalité provenant de la définition de
Jj=1

Et, en simplifiant par |zi| strictement positif, p(A)

1AI)-

4. Précisons d’abord le lien entre les valeurs propres complexes de A et celles de A?. On a la propriété suivante :
Soit € C. p est une valeur propre de A? si et seulement si p est la puissance p d’une valeur propre de A.

Sens facile. Si A est une valeur propre de A, alors AP est une valeur propre de A”. En effet, il existe X € M, 1(C), X # On 1,
tel que AX = AX. D’ou (classique) AP X = AP X et cette derniére égalité prouve que AP est bien une valeur propre de AP (et X
une colonne propre associée).

Moins évident. Soit p une valeur propre (complexe) de AP. Soit o € C tel que o = p, c’est-a-dire une « racine p-iéme »
de p.

. -0
Remarque : st p = re?, avec r > 0, 0 € R, on peut choisir : o = Yre'v.

Soit w=¢'7 . Soit z € C. On a: 27 = peze{o,aw, -, awP™t) et la factorisation de X? — u dans C[X] :
XP—p=X—-a)(X —aw) - (X —aw”™ ")
conduit & la "factorisation matricielle" de AP — ul,, suivante :

AP — I, = (A = al,) (A — awl,) - (A — aw” ' I,).
Ezemple. On a : X* —8 = (X — 2)(X —2j)(X —25°) et si A € M3(C), A® 815 = (A—2I3)(A - 2jI3)(A - 2°I3) o j = e5" .
Comme AP — ul,, n’est pas inversible, I'une au moins des matrices A — ad,,, A — awl,, ---, A — awP I, n’est pas inversible
(car si elles étaient toutes inversibles, leur produit AP — ul, serait inversible ce qui n’est pas le cas). Soit donc k € [0,p — 1]
tel que A — aw®I, n’est pas inversible : A = aw” est une valeur propre de A et comme NP = (awk)p = a® = u, p est donc la
puissance p d’une valeur propre de A.

On est maintenant en mesure de prouver ’égalité demandée :

1) Soit p une valeur propre (complexe) de AP de module maximal. D’aprés ce qui précéde, ;1 = AP ol A est une valeur propre
de A. On a donc : p(AP) = |u| = |AP| = [A|P < p(A)?P car |A| < p(A) par définition de p(A).

1) Soit A une valeur propre (complexe) de A de module maximal. D’aprés ce qui précéde p = AP est une valeur propre de AP.
Donc (p(A))P = |AP = |AP| = |u| < p(AP) par définition de p(AP).

En conclusion, p(A?) = (p(A))?P.

Autre justification possible : Utiliser le fait que A est trigonalisable dans M, (C), c’est-a-dire semblable & une matrice triangulaire.

5. Soient D = diag(A1,---,An) O A1,---, A, sont les valeurs propres complexes (non nécessairement distinctes) de A et
P € GL,(C) telles que A= PDP~'. Pour tout k € N*, ona: D" = P"'A*P & A* = PD*P~'. On en déduit que si (A*)jen-
converge vers la matrice nulle O,,, (D*)yen+ converge vers la matrice nulle et réciproquement, si (D*)zen+ converge vers la
matrice nulle, (A*)gen+ converge vers la matrice nulle. Donc

lim A" =0, & Jim diag( Ay, -+~ ,Ak) = O, & Vi € [1,n], Jim M =0eVic[l,n], N <1e p(A) =max||M],---,[A]) <1

k—+oco

Rappel. Soit z € C. On a : khT F=0e|z <1



