Spé PC. Préparation de linterrogation de mathématiques n° 7 (24. 2. 2025)
I. Algébre linéaire.

Exercice 1. Calcul d’un polynéme caractéristique.

Soit (e1,--- ,en) la base canonique de R™. Soit f endomorphisme de R" tel que :
fler) = ez, f(e2) =es, -+, flen—1) = en et f(en) = a1e1 + -+ + anen avec (a1, ,an) € R™.
Soit A la matrice de f dans la base (e1,- - ,en). Montrer que det(X1I, — A) = X™ — an X"V — . as X —ay.

Indication : Soient L1,--- , Ly, les lignes de la matrice X I,, — A. Remplacer L1 par L1 + X Lo + X2Ls+---+X""'L,. .
Exercice 2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(E), diagonalisable. Soit g € L(E). Alors :
go f = fog< chaque sous-espace propre de f est stable par g.
Exercice 3. [Algébre linéaire et intégration].
1. Soit f € C°(R*,R). Montrer que 'application g définie sur R par : g(0) = £(0) et Yz > 0, g(z) = %/j f(¢)de,
est continue sur RY.
> On note T Papplication de C®(RT,R) dans C°(R™,R) associant & chaque f 'application g définie ci-dessus.

2. Veérifier que T est un endomorphisme de C° (RT,R). T est-il injectif ? surjectif ?

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de T

Exercice4. 1. Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Soit D une matrice diagonale de M, (R) & coefficients diagonaux
distincts. Soit U € M, (R) telle que UD = DU. Prouver que U est une matrice diagonale.

-1 0
0 4
Indication : commencer par justifier qu’une telle matrice M est diagonale.

2. Soit D = ( ) Déterminer toutes les matrices M € Ma(R) telles que M® — 2M = D.

3. Soit A € M2(R) ayant comme valeurs propres —1 et 4.

Déduire de la question précédente qu’il y a exactement trois matrices B € Mz (R) telles que B®> — 2B = A.

I1. Espaces préhilbertiens.

Exercice 5. Soient n et p € N*, E un eve de dimension n et e1,- - , e, p vecteurs unitaires tels que
P
Vo € B, |lzf* =D (z,ex)® (%)
k=1
1. Montrer que (e1,- - ,ep) est une famille orthonormée de E.
2. Preéciser (Vect(ei,--- ,ep))*. En déduire que (e1,-- -, ep) est une base orthonormée de E (et donc que p = n).

1
Exercice 6. Soit E = C°([~1,1],R). On pose, pour tout (f,g) € E*, (f,g) = f(@)g(x) dx.
-1
> On rappelle que (E, (, )) est un espace préhilbertien réel.
Pour tous n € N et x € [—1, 1], on note : un(x) = (22 — 1)", et pu(z) = u%”)(x) (dérivée n'®™ de u,,).

Montrer que la famille (pn)nen est une famille orthogonale de (E, (, )).

Exercice 7. On munit R* de son produit scalaire usuel noté (, ). Soient u; = (1, —1,1,1) et us = (5,1, —3,3).
On note F' le plan vectoriel Vect(u1,u2) et p la projection orthogonale sur F.

1. Déterminer une base orthonormée de F'.

2. Déterminer la matrice de p dans la base canonique de R*.



Indications et/ou solutions.

Solution de 1l’exercice 1. Posons: P,(X) = X" — (anX"_1 +---+a2X +a1). Commencons par étudier les cas n = 2
et n = 3 en utilisant I'indication.

i)Casn:Q.Ona:A:((l) “1) Donc
. _ - X —a1 o 0 —ay —‘y—X(X—QQ) _ _ .
XA(X) = det(XIz A) 121 X —a L1<—LT+XL2 1 X — as = —a1 +X(X ag) = PQ(X)

0 O ail

1) Casm=3.0na: A=|1 0 a2 |.Donc
0 1 as
X 0 —a 0 0 —a1 — a2 X + XZ(X — a3)

XA(X) =|-1 X —az = -1 X —az

0 —1 X —ag brhitXbatX?ls | g X —as

et en développant par rapport & la premiére ligne du dernier déterminant :

-1 X
xa(X) = (=1)""(—a1 — a2 X + X*(X — a3)) ‘ 0 1| =X (X7 + 02X + ar) = Py(X).
0 0 0 0 a1 X 0 o ... O —a1
1 0 0 .0 -1 X 0 . 0  —a
iii) Cas général. Ona: A = 0 1 0 o et xa(X) =det(XI,—A) = 0 -1 X
0o 0 1 .o 0 0 -1
. . . . . . . . . X —Qn—1
0o ... ... 0 1 an 0 0 -1 X —an
L’opération élémentaire Ly «— L1 + XLy + X?Ls +--- 4+ X" 'L,, donne :
0 0 0 ... 0 —a1—aX——a X" ?+X" X —an) o o0 o0 0 PuX)
-1 X 0 . 0 —as -1 X o0 0 —as
: 0 -1 X
0 -1 X
xa(X) = =
0 0 -1 0 0 -1
Do X a1 S L T X —an
et en développant par rapport a la premiére ligne du dernier déterminant :
-1 X 0 ... 0
0 -1 X
XaX)=(D"PX) g g —1 . | = EDTRO (-)"T = Pa(X)
Ty
0 0 -1

(le dernier déterminant, triangulaire d’ordre n — 1, étant égal a (—1)""1).

Solution de 1l’exercice 2.
Soit g € L(FE) tel que go f = f o g. Soient A une valeur propre de f et z € Ex(f). On a :

flg(x)) = g(f(2)) = g(Az) = Ag(x),

c’est-a-dire g(x) € Ex(f). Donc Ex(f) est stable par g.
Remarque : L’hypothése de diagonalisabilité de f n’a pas été utilisée.

Soient A1, ..., \p les valeurs propres distinctes de f. Soit g € L(E) tel que Vk € {1,...,p}, Ex, (f) est stable par g.
Comme f est diagonalisable, £ = Ex,(f) @ --- @ Ex,(f). Soit x € E (quelconque). Alors

M1, ... 2p) € Ex (f) X ... Ex, (f) tel que z =21 + -+ + 2.
D’apreés les hypothéses de stabilité des sous-espaces propres de f, on a Vk € {1,...,p}, g(zx) € Ex,(f), c’est-a-dire

Flg(zx)) = e g(k)-




D’ow, par linéarité de f et de g :

flg(@) = Fflg@r) + -+ flg(ap))
Ag(@1) + -+ 4 Apg(zp)
gy + -+ Ap(ap)
g(f(zr) + -+ flap))
= g(f(=))

donc fog=go f.



