Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Durée
Samedi 8 mars 2025.
Devoir de mathématiques en temps limité n°® 6.

Exercice 1. Soit n € N*. Soit A € M,(R) telle que A* =24% — A.
1. Quelles sont les valeurs propres éventuelles de A ?

2. En déduire que la trace de A est un entier naturel.

Exercice 2. Soit £ = R[X].

1. Un produit scalaire sur E.
—+oo
1. a. Soit U € E. Justifier la convergence de 'intégrale généralisée / U(z)e™ " dx.
0
too
1. b. Soit k € N. Calculer / e “dz.
0

e On admet que 'on définit un produit scalaire sur E, noté (, ), en posant :

—+oo

Y(P.Q)EE(PQ)= |  P@)Qx)e " du.
0
On munit désormais E du produit scalaire (, ) et on note || || la norme associée a (, ).
—+o0
Soit n € N*. Soit (a1,...,an) € R™. On pose : f(ai,...,an) = / (1—-a1x— sz — - — anx")zeﬂc dx.
0

: 4 heures.

Soit F' = Vect(X, X2 ... ,X™), U le polynéme constant égala 1 et V =50 X + -+ b,X" la projection orthogonale de U sur F.

2. Justifier existence de V. Vérifier que f(a1,...,an) = ||[U — (a1 X + -+ + anX™)||* et démontrer en utilisant le théoréme de

Pythagore que :
Y(a1,...,an) €R", fla,...,a,) > ||U = V|

3. Montrer que : ||[U - V| =(U,U -V )=1— Zbkk!.

k=1

n k
4. On considére le polynéme : P(X) =1 — Zbk H(X + 7).
k=1 j=1
4. a. Calculer P(—1).
4. b. Soit ¢ € [1,n]. Montrer que : ¢!P(q) = ¢! — Zbk(q—l— EN=(X"U-V)=0.
k=1

4. c. Factoriser P(X) et déduire de 3. que ||U — V||* = %
n



Probléme 1.
I. Matrice compagne d’un polynéme unitaire.
Soit n € N*. Soit P(X) = X" + an_1 X" ' 4+ -+ a1 X + ao, avec (ag, -+ ,an—1) € C".

La matrice compagne de ce polynéome P (unitaire et a coefficients complexes) est, par définition, la matrice de M, (C), notée
Cp, suivante :

0 0 o ... O —agp
1 0 o ... 0 —ai
0 1 0 :
Cp =
0 0 1
: : . .0 :
0o ... ... 0 1 —Qn—1
0 0 -2
e On pourra noter plus simplement C la matrice Cp. Exemple : si P(X) = X® —3iX? +4X 42, Cp=C=(1 0 -4
0 1 3
1. Montrer que Cp est inversible si et seulement si P(0) # 0.
2. Soit f Pendomorphisme de C", dont la matrice dans la base canonique (e1,--- ,e,) de C™ est la matrice compagne Cp.
2. a. Vérifier que f"(e1) = —anflf"*(el) — -+ —aif(e1) — aper. En déduire que pour tout i € [2,n],
f"(ei) = —an—1f""'(ei) — - + arf(e:) — aoes.
2. b. En déduire que Cp —&—an,ng_l +---+a1Cp+aoln = On, ol I, (resp. Oy) est la matrice identité (resp. nulle) de M, (C).

2. c. Soit A € C. Montrer que si A est une valeur propre de Cp, alors A est une racine de P.

1
3. On note ‘Cp la transposée de la matrice Cp. Soit A € C et X = € M, 1(C).
Tn
D) = A$1
3. a. Vérifier que 'Cp X = A\ X &
Tn = A" lzg
P()\)Jil = 0

3. b. i) En déduire que X est une valeur propre de *Cp si et seulement si A est une racine de P.

i1) Déterminer le sous-espace propre de ‘Cp associé & une valeur propre A de *Cp et préciser sa dimension.

3. c. Justifier que *Cp est diagonalisable dans M., (C) si et seulement si P admet n racines complexes distinctes.

4. Calcul du polynéome caractéristique de Cp. Montrer que det(X I, — Cp) = P(X).

Indication : Soient L1, -+ , Ly, les lignes de la matrice X I, — Cp. Remplacer L1 par L1 + X Lo + X2+ -+ X" 'L,.

5. Retrouver a I’aide de 4. que X est une valeur propre de ‘Cp si et seulement si A est une racine de P.

I1. Localisation des racines d’un polynéme unitaire.
Les deux premiéres questions sont indépendantes de la partie I.
n
Soit A = (aij) € My (C). Pour tout ¢ € [1,n], on pose : r; = Z lai;| et D; = {z € C/|z| < r;i}.
j=1
1
SiX=|: | €Mni(C),onnote : || X| oo = max(|zi], -, |zal]).
Tn
On note Spc(A) le spectre complexe de A, c’est-a-dire 'ensemble des valeurs propres complexes de A.
T
1. Soit A une valeur propre complexe de Aet X = | : | € My 1(C) \ {0n,1} une colonne propre associée a .
Tn

Montrer que pour tout i € [1,n], |A| |z:i| < 7| X||co-
2. En déduire que Spc(A) C U D;.
i=1

3. Application. Soient P(X) = X™ + an1 X" '+ a1 X +ao €C,p [X] et z une racine complexe de P.
Montrer que |z| < max(|ao|, 1+ |a1],1 4+ |az|, -+, 1+ |an—1])-
Indications : Utiliser 1. 4 et II. 2.



Probléme 2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note D, (R) ensemble des matrices diagonales de My, (R) et
GL,(R) ensemble des matrices inversibles de My (R).

> On rappelle que pour tout (A, B,C, D, A", B’,C",D') € M,(R)® :

A B\ (A B _(AA +BC' AB +BD' € Mon(R)
¢ D)\¢" D)~ \cA+DC CB +DD 2R

a c

b d

Calculer et simplifier le produit de matrices par blocs :
al, clp,\ (d'I, (I,
bl, dI,) \VI, dI.)"

) € GL2,(R) et préciser Q1.

Préliminaire. Soit P = < yood

I /
) € GL2(R), d’inverse P~ = (a ¢ )

al, cl,

En déduire que Q = (b I dl

4 2 4A 24
3 _1> € M2(R), Ae M,(R) et B= (_3A _A) € M2y, (R).

1. Démontrer que V est diagonalisable et déterminer D € D2(R) et P € GL2(R) telles que D = P~*V P.

Partie I. Soient V = (

al, cl,

2. On note P = <Z 2) la matrice de la question 1. Montrer, en considérant la matrice Q = <bI dl

A On
O, 24

3. On suppose que A est diagonalisable dans M,,(R) : soient A € D, (R) et R € GL,(R) telles que A = R™'AR.

) de la question

préliminaire que B est semblable & la matrice C = ( ) ol O, est la matrice nulle de M, (R).

. . R™' O, R O,
3. a. Calculer le produit de matrices par blocs ( o, R71> c ( o0, R )

3. b. En déduire que B est diagonalisable en déterminant une matrice D € D2, (R) semblable a B.

Partie II.

Soient F = (3 :2 34 —24

9 1) € Ma(R), A€ M,(R) et F = <2A 714) € Man(R).
1. Calculer le polynome caractéristique de E. Justifier que F n’est pas diagonalisable dans M2 (R).

2. Justifier que E est trigonalisable dans Ma(R) et déterminer P € GL2(R) telle que P"'EP = <(1) _12>

3. Prouver en procédant comme en Partie I. 2. que F est semblable dans M2, (R) & G = ( OA iiA).
4. Exprimer le polyndome caractéristique de G en fonction de celui de A. En déduire que F est trigonalisable dans Mo, (R) si
et seulement si A est trigonalisable dans M, (R).



Probléme 3. Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On note S, (R) l'espace vectoriel des matrices symétriques réelles d’ordre
n et On(R) Pensemble des matrices carrées réelles orthogonales d’ordre n. Comme d’habitude, une matrice & une ligne et une
colonne est identifiée & son unique coefficient.

> Ce probléme regroupe quelques propriétés des matrices symétriques réelles dont les valeurs propres sont positives.

Les questions 3 et 4 sont indépendantes de la question 2.

1. Soit M € S, (R). Prouver que le spectre de M est inclus dans [0, +o0] si et seulement si
VX € Mpi(R), XTMX >0

ott X7 est la matrice (ligne) transposée de la colonne X.
e On note S;f (R) l’ensemble des matrices de Sy (R) dont les valeurs propres sont positives.
2. a. Soit A € S (R). Montrer qu’il existe R € S} (R) telle que R* = A. On admettra l’unicité d’une telle matrice R.

5

2. b. Soit A = (1

é) Vérifier que A € Sf (R) et déterminer R € S5 (R) telle que R? = A.

3. Soit (Ap)pen une suite de matrices de S, (R) telles que pEToo Ap = L € M,(R). Montrer que L € S;f (R).
Quelle propriété de S;F (R) vient-on d’établir ?
4. Soient A = (ai;) € S;(R) et B = (bi;) € S;F(R). On considére la matrice C' = (¢;;) ou V(4,5) € [1,n]?, cij = aijbi;.
Soient A1, -+, Ay (resp. w1, -+, n) les valeurs propres (positives) de A (resp. de B) (non nécessairement distinctes).
Soient D = diag(A1, -+, An), A =diag(p1, -+, pn), P = (pij) € On(R), Q = (¢i;) € On(R) telles que :

A=PDPT et B=QAQ" (théoréme spectral).

1 n n n

n
4. a. Soit X = | : € M, 1(R). Vérifier que a;; = Zpik}\kpjk, bij = Zqil,uijl et XTOX = Z ZCijﬂ:iZ’j.

=1 =1 i=1 j=1
Tn k l g J

n n
Justifier que pour tout (4, 5) € [1,n]?, Z Zpik)\kpjkqil,ulq]‘lljix]’ eR™.

i=1 j=1
En déduire que C € S;f (R).
4. b. Pour k € N*, on note Ay, la matrice des puissances k-iéme des coefficients de A : Ay, = (af;) € Sa(R).

On pose : Ag = I.

P
Justifier que pour tout k € N*, Ay € S;/(R). En déduire que pour tout p € N, S, := Z %Ak € ST (R).
k=0
4. c. On note U = (u;5) € S (R) la matrice dont les coefficients sont les exponentielles des coefficients de A :

Y(i,7) € [[I,RHQ, Ujj = e,

Prouver que U € S;f (R).



