Ondes

O4 Ondes acoustiques dans les fluides

Sommaire

I Modélisation de la propagation des ondes sonores 2
[.L1 Présentation . . . . . . . . . . . o e 2
1.2 Approximation acoustique . . . . . . . . . ... 2
1.3 Equations Hnéarisées . . . . . . . . . o i 3
1.4 Equation de propagation de d’Alembert . . . . . . . .. ... 4
1.5 Célérité des ondes acoustiques . . . . . . . ..o oo 5

IT Etude énergétique 5
II.1 Bilan énergétique . . . . . . . . . . L 5
II.2 Intensité acoustique et niveau d’intensité sonore . . . . . . . .. ... ... ... 6

IITOndes planes progressives harmoniques (OPPH) 7
IIL.1 Définition (rappels) . . . . . . . o oo o 7
II1.2 Relation de dispersion . . . . . . . . . .. . oL o 7
I11.3 Caractére longitudinal de 'OPPH sonore . . . . .. ... .. ... .. ... .... 7
II1.4 ITmpédance acoustique . . . . . . . . . . L o e e e 8
II1.5 Aspects énergétiques d’'une OPPH . . . . . . . .. .. ... ... ... .. .. 8
II1.6 Justification de 'approximation acoustique . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 9

IV Réflexion et transmission sur une interface plane 10
IV.1 Modélisation de 'onde plane . . . . . . . . .. ... L Lo 10
IV.2 Conditions aux limites a l'interface x =0 . . . . . . . . .. .. ... ... ..... 10
1V.3 Coeflicients de réflexion et de transmission en amplitudes . . . . . . .. .. .. .. 12
IV.4 Coefficients de réflexion et de transmission en puissances . . . . . . . .. ... ... 12

V Ondes sphériques 13
V.1 Ondes sphériques progressives . . . . . . . . . . . L o 13
V.2 Cas d’une onde sphérique progressive harmonique divergente . . . . .. ... ... 13
V.3 Onde plane / sphérique et diffraction . . . . . . ... ... ... 14
Exercices 15

Questions de cours

* Présenter 'approximation acoustique et établir dans ce modéle les équations linéarisées.

+ A partir des équations linéarisées, établir ’équation de propagation pour la surpression a
1D et citer une généralisation a 3D. Etablir Pexpression de la célérité des ondes acoustiques
dans 'air en fonction de la température.

+ Citer 'équation de conservation de I’énergie acoustique, en définissant les différents termes.
Définir I'intensité sonore et le niveau d’intensité sonore. Ordres de grandeurs.

* Présenter 'onde plane progressive harmonique. Démontrer I'expression de I'impédance
acoustique.

* Déterminer le coefficient de réflexion en amplitude pour la vitesse et la surpression dans le
cas d’une interface entre deux milieux non miscibles d’impédances Z; et Zs.

* Onde sphérique : présentation et commentaire de la surpression générée par une sphére pul-

t—k
sante : p(rt) = Ay cos(w r+v)
r

. Lien avec les ondes planes progressives harmoniques.
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Prise de notes : Le type d’onde mécanique (i.e. se propageant dans un milieu matériel)
qui nous est le plus utile dans la vie de tous les jours est I’onde acoustique. On pense bien
stir & la voix et a la musique, mais il existe de trés nombreuses applications (échographie,
traitement médical pour détruire des caillots (cancer de la prostate), lévitation acous-
tique pour déplacer des masses en industrie, détection d’objets via des sonars, mesure
de vitesse par effet Doppler...).

* On a déja étudié les ondes acoustiques (i.e. pour nous, ondes longitudinales) dans les

solides, via la loi de Hooke F' = ES - Modélisation mésoscopique 1D avec 'étude

d’une portion de solide entre x et & + dx. On avait alors trouvé une éq de d’Alembert
E

avec ¢ = {/ —. La grosse différence dans les fluides est qu’on va considérer le caractére

3D de l'onde : on va retrouver la structure d’onde plane/onde sphérique.

Ce chapitre a trois objectifs principaux :

1. Déterminer une équation de propagation de d’Alembert, via la linéarisation des équations
de mécanique des fluides.

2. Décrire la structure spatiale tridimensionnelle de deux modéles simples d’ondes progressives.

3. Exprimer des coefficients de réflexion et de transmission des ondes acoustiques & une inter-
face plane, sous incidence normale.

I Modélisation de la propagation des ondes sonores

Le son est une onde mécanique qui se propage a
travers un milieu matériel. Dans les fluides, cette
onde est transmise par changement de pression

du milieu. L-e mécanisme de propagatiop princ%— : .g. o _5: o !:‘-.,3..::.-3:. %:} .'.-..-:t;
pal est le suivant : lorsqu’un son est émis, le mi- e, b Q -.."s“- = 1_-"" o

. ., . . N cage, " 3 SR WELRPNC R s g T
lieu proche est comprimé, puis comprime a son { -.*.-,!f'f',?--‘:‘.‘;.’ Y ,!:"'::%-:";f'h'.{i" ._}:
tour le fluide un peu plus loin, et ainsi de suite, LA PR I A 5 NI A WA

dans la direction de propagation de 'onde : il
s’agit alors d’ondes longitudinales.

On distingue trois domaines fréquentiels a connaitre :

* Infrasons : f < 20Hz (inaudible par I’'homme)

* Domaine audible : 20Hz < f < 20kHz

* Ultrasons : f > 20kHz (inaudible par ’homme) (beaucoup d’applications physiques dans
ce domaine fréquentiel)

On souhaite modéliser la propagation des ondes sonores dans les fluides. Pour cela, on considére
que :

* L’écoulement est instationnaire mais périodique de période T
* * L’écoulement est faiblement compressible : la masse volumique g dépend de la
pression P.

Dans le cadre du cours, réalisons également quelques hypothéses que nous validerons a posteriori

* Les effets de la pesanteur seront négligés.
» L’écoulement est parfait, i.e. les processus diffusifs sont négligés. Donc : pas de
* diffusion de la quantité de matiére (viscosité dynamique n = 0) + pas de diffusion
thermique (adiabatique). Du point de vue thermodynamique, on considére donc
des transformations réversibles, et donc des transformations isentropiques.
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Les champs physiques associés aux ondes sonores sont la pression P(M,t), la vitesse (eulérienne)
des particules du milieu ¥'(M,t) et leur masse volumique p(M,t). 1l nous faut donc 5 équations
pour pouvoir connaitre I’ensemble de ces champs. Les équations de la mécanique des fluides vont
coupler de maniére non linéaire ces différents champs : on va donc linéariser a 'ordre le plus
bas ces équations. Pour ce faire, on considére que :

* au repos, en l'absence d’ondes sonores, le fluide est décrit par :
P(Mt) = Pyuniforme , p(M,t) = pouniforme et U (M,t) = ] (I.1)

* Approximation acoustique : lors du passage d’une onde, on décrit I'onde
sonore par des termes infiniment petits d’ordre 1, indicés par 1 :

* POML) = Pyt Pi(Mt) . (M) = ot i (Mt) et F(MA) = T+ 7, (M)

(I.2)

ou |P| < Py et |pu1| < po. Quant a ¥y, on peut la comparer & la vitesse
caractéristique, ¢’est-a-dire la célérité ¢ des ondes sonores : ||T1]] < c.

De plus, en notant a 'amplitude caractéristique de la vibration des particules de fluide,
elle est de 'ordre de v1T trés inférieure & ¢T' = A : on a donc a < .

Remarque : On appelle Pi(M,t) = P(M,t) — Po la surpression. Elle est parfois notée en minuscule
p(M.1).

Appliquons la loi de la quantité de mouvement a une particule de fluide de volume dr située en M
a linstant ¢, dans un référentiel galiléen. Elle n’est soumise qu’aux forces de pression (on néglige
la pesanteur et les forces de viscosité) :

pudrd(t) = — grad Pdr (L.3)

On n’oublie pas que 'on parle de 'accélération d’une particule de fluide :

a= 68—: + (U - grad)v
Le PFD donne :
85}1 — — 1
(o + 1) e + (V1 -grad) vy | = —grad(Py + P1) (1.4)

*

Or (en comptant les indices) :
H1 ot

¢ po(v71 - grad)vy @ ordre 2

* up(v7 - grad)vy @ ordre 3

: ordre 2

ov

Ho 8151 = —grad(P)

Exprimons et linéarisons 1’équation de conservation de la masse :

a—?—l—dlv(uv):O — %—I—dw(uovl—i—ulvl):Oﬁ %—I—Modlv(

{

1)=0/ (L5

<

Lycée Rabelais - PC - 2024-2025 - C. Logé 3



Nous avons pour l'instant 4 équations pour 5 inconnues, il nous faut donc une équation supplé-
mentaire, reliant la masse volumique p a la pression P. On parle d’équation thermodynamique,
car on se sert de I’hypothése d’un écoulement adiabatique réversible, c’est-a-dire isentropique. On
va alors utiliser un coefficient thermoélastique tabulé, & savoir le coefficient de compressibilité
isentropique du fluide, noté ys et défini par :

1 0V
Y=y ap>s (1.6)

Pour une particule de fluide de masse m constante (systéme fermé), on a :

o
* N T T
® m OP pu OP )
S

Ce coefficient x,, quasiment constant, est positif, homogéne a 'inverse d’une pression, et petit.
Typiquement x4 (eau) ~ 5 x 10710 Pa™! et y4(air) ~ 7 x 10~ Pa™'.

On peut donc & nouveau linéariser, sachant que le modéle est fait & entropie S constant :

1 du I m H1
L T
Xs po +prdP po+pui P poPr 1 = FoXsT1 @7

Dans le cadre du programme, on va établir ’équation de propagation associée a la surpression a
1D en coordonnées cartésiennes.

Ainsi, tous les champs ne dépendent que de x et de t et U1 = vy (x,t)e,. Les 3 équations
couplées sont :
8’01 8P1

"5052537
LOom v
ot TGy =Y

. — P
Doncl:L1 HoXst1

oP, v P 8%
— 4+ —=0=xs—5 =0
X0 T oa X5t btow
Or, avec le théoréme de Schwarz :

o’pPy 1 0°P

ot? 1o 02

Xs

2 1 2
0° P _ 0° Py (L8)
ot? poxs Ox?

la célérité.

La surpression vérifie donc une équation de d’Alembert & 1D, en posant ¢ =

HoXs
Le méme travail peut étre effectué pour la vitesse ¥1 = vy (z,t) dans une modélisation unidimen-
821)1 621)1
sionnelle et on aboutit a =c? :
ot? Ox?

On peut généraliser ces équations d’onde dans le cas 3D :

Equations de d’Alembert 3D pour les ondes acoustiques

Dans le cadre de 'approximation acoustique dans un écoulement parfait et en négligeant la
pesanteur, on admet que les ondes acoustiques sont régies par des équations de d’Alembert
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3D :

0?7,

8t2 = CZAEH

avec ¢ = la célérité des ondes (up : masse volumique du fluide au repos et y; :
HoXs

coefficient de compressibilité isentropique).

La détermination de la célérité des ondes sonores (& ne pas confondre avec la vitesse mésoscopique
des particules de fluide v;) nécessite de connaitre la masse volumique g et le coefficient de
compressibilité isentropique xs. Dans le cas d’un gaz parfait, on peut se servir de :

* I’équation des gaz parfait PV = nRT = %RT conduisant & p = % et donc
MPy
o= "pr
* la loi de Laplace, du fait de la transformation isentropique : PV? = cste = Pu™".
On différencie logarithmiquement :

*

dP dp 1 1
P jz P B (1-9)
D’ott une célérité :
1 RT; RT;
c= - 0w AP =y 220 (1.10)
VHoXs MP, M
7
soit avec M = 29gmol ™!, v = R (GP diatomique) a T = 298 K, il vient ¢ = 345ms~1!.

Pour des gaz réels, ou pour d’autres fluides, on peut par contre se servir des valeurs tabulées de
o et xs. En particulier, retenons c(eau) = 1410 ms™1.

II Etude énergétique

Soit un élément de surface (ﬁ_.) Sous l’_gffet de l'onde, celui-ci se déplace a la vitesse U1, 'onde
acoustique exergant la force dF' = P;dS. L’énergie, sonore, qui traverse cette surface pendant la
durée dt vaut donc : N N

d*€ = (dF - ¥y)dt = TIdSdt (IL.1)

=
avec | Il = P, 7 | le vecteur de Poynting acoustique, vecteur densité de courant énergétique

acoustique, homogéne & une puissance surfacique (exprimée en Wm~=2). Notons que I’on ne tient
compte que de la surpression qui caractérise I’onde sonore, et non de la pression au repos.
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La puissance sonore traversant une surface S vaut alors :

* Pson:// ﬁd—>
(S)

Afin d’écrire un bilan énergétique, faisons un paralléle avec les équations de conservation établies
dans le cadre de la diffusion :

3P TN
5% +div(j) =0 (I.2)

ou p est homogéne & une densité volumique de la grandeur transportée, soit ici une énergie
volumique. On a alors fortement envie de calculer la divergence _c)lu vecteur de Poynting acoustique.
Pour cela, on utilise une formule d’analyse vectorielle : div(fA) = A - grad(f) + fdiv(A).

gradP1 . 71 + P1 le(_’l—fl)

vy, 10
PRI ) (_ul)

div(I)

—Ho ot Ho ot

_, 0u oP;
= — v - — — s
HoV1 ot 1X ot

=gy (571) ~ gy (57%)

d’ou I’équation locale de conservation de ’énergie acoustique :

Oe, L = N 1 1
5 +divII=0| ou ea:§/¢0v%+§XSPf (I1.3)

L’énergie volumique acoustique e, se décompose en un terme d’énergie cinétique volumique, et
un autre terme ressemblant & une sorte d’énergie potentielle élastique volumique.

On définit 'intensité acoustique (ou sonore) comme la moyenne temporelle du vecteur de Poynting

acoustique :
() o

Elle s’exprime également en W m™2.

Or, loreille humaine détecte des intensités sonores variant entre 10712 W /m? (seuil de détection)
et 10W/m? (seuil de douleur), soit sur 13 décades ! On qualifie les capteurs humains (oreilles
et yeux) de détecteurs logarithmiques. On utilise alors plutot le niveau d’intensité sonore,
exprimé en décibel :

I
Iip = 10 log (I> (IL5)
0

avec Iy = 10712 W m~2, intensité sonore de référence, correspondant au seuil moyen de perception
sonore.
Ordres de grandeurs a connaitre :

* Seuil de détection : Iy;p = 0dB
» Conversation normale : I;g = 60dB
* Seuil de douleur : I;g = 120dB
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IIT Ondes planes progressives harmoniques (OPPH)

Comme & chaque fois que 1'on a rencontré une équation de d’Alembert, une base de solutions est
I’ensemble des OPPH se propageant dans toutes les directions de ’espace. Ecrivons, par exemple,
la fonction d’onde de surpression d’'une OPPH se propageant dans le sens des x croissants :

* Py(z,t) = Pyp cos(wt — kx + ¢) _ _
soit en notation complexe : Pi(xz,t) = Pig el (Wt=k) gyec Pip = Py 7%

Cette fonction d’onde caractérise bien une OPPH car :

* Onde plane : A t fixé, si x = cste, on a bien P; = cste : les surfaces d’onde sont des plans
d’équation x = cste.

* Onde progressive : Il y a couplage spatio-temporel dans un terme wt — kzx.

* Onde harmonique : La fonction d’onde varie sinusoidalement avec t et x.

D’aprés la théorie de Fourier, toute onde plane progressive (OPP) est somme (éventuellement
continue) d’ondes planes progressives harmoniques, et sera également solution de I’équation de
d’Alembert. Dans le cas d’une onde progressive dans le sens des x croissants :

+o00
Pi(Mt) = ZPM cos(nwt — nk -7+ ©n)

n=1

ou P (M) = /OOO a(w) cos(wt — k-7 p(w))dw

Exercice : Déterminer la relation de dispersion de ’équation de d’Alembert 3D sur la sur-
pression.

Une OPPH de la forme P,(Mt) = Bloej(“t_z'?) est solution de ’équation de
* d’Alembert si :

(jw)?Py = A(—jK)2P, = w?=c? < k= j:% (IIL.1)

On retrouve la relation de dispersion classique, et les deux solutions possibles pour la norme du
vecteur d’onde, caractérisant les deux sens possibles de la propagation d’'une OPPH. On en déduit

w
que la vitesse de phase vaut toujours v, = — = *c.

k

Pogr justifier le caractére longitudinal d’'une OPPH sonore, il faut montrer que U1 est colinéaire
a k. On lobtient avec le PFD linéarisé :

oV

Ho—g =~ grad(Py)

Comme on étudie une OPPH, le plus simple pour calculer des dérivées spatio-temporelles est de
passer en complexes :

. Nid — . __>'—_>
&: Pio e](wt—k~7 et 7]1 — 5’10 e](wt k-7)

I1 va donc nous falloir préciser 'action de l'opérateur vectoriel grad sur le champ complexe P;.

Action d’un opérateur d’analyse vectorielle :
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or,_, 0b_, 0P _, b = >
—e; + - €y + =€, = _]km&em _jkyﬁey - sziez = (_jk)Pl

M(&) =~ oz dy 0z

*

Ainsi, le PFD linéarisé donne :

N - P
pojwT1 = —(—jk) !

‘)—‘
4
It
Il
=

Le champ eulérien des vitesses est donc colinéaire au vecteur k, ce qui traduit bien le caractére
longitudinal : le mouvement des particules de fluide est dans la méme direction que la propagation
de 'onde.

On définit la notion d’impédance acoustique comme le rapport, en notation complexe, entre la
"cause" de londe (grandeur d’excitation, source) sur la "conséquence", ici respectivement la
surpression et le champ de vitesse eulérien. Ainsi, on définit 'impédance acoustique par (2
définitions possibles) :

P(M) Pi(M,1)

== - foils 7 = ——= II1.2
(M) ou parfois Dy (M) ( )

ou Dy = Svi(M,t) est le débit volumique & travers la surface S & travers laquelle passe I'onde
réelle. Dans toute la suite nous utiliserons la premiére définition.

On souhaite faire le lien entre les champs de vitesse et de surpression : on utilise donc
a nouveau le PFD linéarisé.
Pour une OPPH se propageant dans le sens +e,, on a :

Ty = =tker = e = 7 = poc= |22 = Z, (IL.3)
* How HoC Xs
Pour une OPPH se propageant dans le sens —é, du type P, = P,,e/(“tt5%) ayec k = ﬂ’
c
un signe apparait du fait de la dérivée spatiale :
T, = = (—k&y)=——Le = Z = —pgc = —Z. (I11.4)
How Hoc

— Relation entre surpression et vitesse pour une OPP

L’impédance étant réelle et indépendante de w, on généralise la notion d’impédance acous-
tique & toute OPP :

+ pour une OPP se propageant dans le sens +%, P;"(Mt) = Z.v] (M,t) ;
* pour une OPP se propageant dans le sens — 4, P, (M,t) = —Z.vy (M,t) ;

en posant Z, = ppc. Citons deux ordres de grandeurs importants (& ne pas connaitre) :
Z(air) = 410kgm=2s7! et Z(eau) = 1.4 x 10kgm—2s~1.

De maniére globale :
Z(solide) > Z(liquide) > Z(gaz) (II1.5)

Partons d’'une OPPH se déplagant dans le sens +e, dans lair :
Pi(z,t) = Pig cos(wt — kz + @) et wvi(x,t) = v cos(wt — kz + @) (I11.6)

avec Py (z,t) = Z.v1(z,t) = Pio = Zcv10 OU Z = pigC.

Exercice : Dans le cas particulier d’'une OPPH, déterminer I’expression des deux énergies
volumiques, les comparer. Exprimer enfin le vecteur de Poynting en fonction de e,.
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Ecrivons les deux énergies volumiques ainsi définies :

1 2
iuov% = /1'0;)10 cos?(wt — kx 4 @) (I11.7)

tandis que ’équivalent d’énergie potentielle s’écrit :

d’équipartition de I’énergie. (Ce résultat est général pour une OPP.)
Donc, e, = uovi. Enfin le vecteur de Poynting acoustique s’écrit :

=P 7) = poever = (II1.9)

faisant le lien entre le vecteur densité de courant énergétique, la densité volumique
d’énergie et la vitesse de propagation de I'énergie !

Gréce aux OPPH, nous allons pouvoir vérifier a posteriori que les approximations sur lesquelles
s’appuient la théorie de propagation d’une onde acoustique sont bien vérifiées quantitativement.

Vérifions quantitativement que 'amplitude de la vitesse, la surpression et le déplacement
a vérifient bien viy < ¢, Pig < Py et a < A. Plagons-nous & une fréquence f = 1kHz,
et avec Iyp = 120dB, c’est-a-dire I = I510748/19 = 1 Wm~2 (seuil de douleur).

On a:

I= <HﬁH> = (Pror) = Z(03) = Z {v1g cos*(wt — kz + ) = ~ppev?y  (TIL10)

2
[2I
On en déduit vig = 4/ —. Puis :
* Hoe

21
ProZvio = pocy | oo V21 poc
0
L’amplitude du mouvement vaut alors (leur dire que z(t) = [y (t)d¢) : a =~ Y10,
w
AN. : Pour l'air, avec pg = 1.2kg/m? et ¢ = 340m/s, on a: v;p =7 x 10 ?ms™! < ¢
et Plo=3x10'Pa< Pp=1x10°Pacta=1x10""m < A = ; —0.3m

Les linéarisations & l'ordre 1 sont largement vérifiées quantitativement.

On souhaite vérifier que ||u7]| < Hf g‘rad(P)H. 11 faut comparer des termes d’ordre 1 entre eux

(les termes d’ordre 0 correspondent au cas d’équilibre, donc sans onde). Ainsi, on doit vérifier :

P P; A
g < 71 = poxsPig < 71 = gA(poxs) = %2 <1 = % <1l e f> %
Pour T’air, on a 9 _ 29 x 1073 Hz. Donc, cette approximation est largement vérifiée également

c
pour des sons audibles.

On souhaite vérifier que les phénoménes de diffusion thermique sont négligeables a 1’échelle car-
actéristique d’évolution de 'onde, soit en terme spatial, que la longueur de diffusion thermique
Laigg < A
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§XsP12 = %Pfo cos? (wt—kx+p) = Xs'éoc v3, cos? (wt—kx+p) = % cos? (wt—kx+p) =
* (IIL8)

On observe donc que les deux énergies sont égales a tout instant : on parle

1
S Hovi

2



Pour l'air, le coefficient de diffusion thermique Dgig ~ 2 x 1075m?/s. En ordre de grandeur :

Daig
Laig = 7
Ainsi, on souhaite vérifier que :
diff c ¢ 9
Laig = 7 <</\:?<:>f<<DdiH:6><10Hz

Le caractére adiabatique est donc, la encore, largement validé quantitativement.

IV Réflexion et transmission sur une interface plane

La propagation d’ondes acoustiques avec un changement de milieu est un phénoméne courant en
physique. Citons par exemples le cas des ondes ultrasonores qui passent de la sonde a lair (ou
au gel appliqué sur le corps), puis aux tissus de la peau, puis aux os, etc. lors d’une échographie.

On étudie alors la propagation d’une OPPH incidente de pulsation w dirigée selon +é,, rencon-
trant une interface plane située en x = 0 sous incidence normale séparant deux milieux non misci-
bles caractérisés par leur impédance Z; et Z5 et leur célérité ¢y et co. Etant donné le changement
d’impédance, on ne peut pas avoir, avec une seule OPPH (champs P; et v1), P; = Zyv1 = Zyvy
: il est nécessaire d’avoir une onde réfléchie (indicée r) et une onde transmise (indicée t) :

H-(x,t) — Pioej(wt—km) et @:Mej(wt—km)e—;
(2,) = Proe?®@HH9) ot T, = pygel @R

(l‘,t) — Ptoe](wt—ktr) et z — Uioej(wt—ktr)e—;

| [

Plusieurs remarques sur cette modélisation des ondes :

Prise de notes (car déja fait plein de fois) :
 L’onde réfléchie se propage selon —e,, alors que les ondes incidente et transmise
se propagent selon +e¢, : attention au +kz.
+ Par linéarité des phénomeénes de propagation acoustique, la pulsation temporelle
de Ponde est conservée au cours de la propagation (méme w).

* * Pour que ces ondes soient solutions de 1’équation de d’Alembert, il est nécessaire
w w
que k = — =k, et que k; = —.
C1 C2
* Il y a un lien entre la surpression et la vitesse : Py = Z1vi0 ; Pro = —Z1vr0 et

Lo = Z2vi0.
* On pourrait imposer I'un des déphasages & l'origine des temps et de 1’espace nul
sans perte de généralité.

Ainsi, dans la zone z < 0, la surpression totale est, par superposition : Py (z,t) = P;(x,t)+P-(x,t).
Dans la zone = > 0, la surpression totale vaut : Py(x,t) = P(x,t).

On considére 'interface fixe en x = 0, car, d’aprés 'approximation acoustique, 'amplitude des
déplacements est trés petite devant la longueur caractéristique de I'onde A. Il y a alors deux
conditions aux limites & respecter en x =0 :

1. Continuité du débit volumique Dans le cas contraire, il y aurait mélange des deux
fluides ou création de vide.

2. Condition aux limites pour la surpression L’idée est d’appliquer le PFD sur I'interface,
en prenant en compte les forces de pression appliquées par les deux fluides de part et d’autre.
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Dans toute la suite du cours, on traitera uniquement le cas particulier ou I'on place deux fluides
non miscibles dans un récipient. La surface de contact est de dimension S. Traduisons les deux
conditions aux limites dans ce cas particulier.

* Les ondes étant planes, la vitesse associée est constante sur la section S. Donc, la
continuité du débit volumique s’écrit :

Sv;(0,t) + Sv,-(0,t) = Sv:(0,t) = v;(0,t) + v,-(0,¢) = v (0,¢)

Il y a continuité de la vitesse.
« PFD & une tranche d’épaisseur 2¢ autour de x = 0, projeté selon e, :

0
* (sm(‘(‘:)aﬁ: = S(PO + Pi(fgat) + Pr(f‘%t)) - S(PO + Pt<+57t))
3 - ov ) . X
A la limite € — 0, on a dm(e) — 0 et 5 borné, conduisant 4 :

Pi(0,t) + P.(0,t) = P,(0,1)

Il y a continuité de la surpression, dans le cas ou U'interface n’a pas de masse (pas
de cloison).
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*

On peut ensuite chercher a déterminer les coefficients de réflexion et transmission en amplitude
pour la vitesse et la pression :

S
=

_ Yo _ o
Ty = ;o lv==— , T
Vi0 (%

=0 (IV.1)

o
<
b
o
\
g
o

Ces coeflicients sont définis avec les caractéristiques des ondes au niveau de 'interface.
Réécrivons les conditions aux limites en termes d’impédances et de vitesse :
jot jwt jt
Vig € +upg €7 = vy €7 S v F V0 = V0 €6 Z1vig — Z10pg = Zovyg  (IV.2)
puis on utilise les coefficients de réflexion et transmission en amplitude pour les vitesses
vio(147y) = tovio et Zi(1—ry)vio = Zatyvio <= 141, =1, et Zi(1-ry) = Zoty

o (IV.3)

conduisant a

Zl(l_rv)—Z2(1+rv)<:>71)7Z1+22:TUGR
271
ett,=1+r, = t, € R
- —  Zi+ 2
D’autre part,
P, —Zy v, Zy— 7
Tp: 0: 170——1):72 1:p€R
- Py Z1vi0 Z1 + 2o
Zov Z 27
et t, = =2 = 22 2 —t,eR.

- Zlm_ZU:Z1+Z2:

On constate & nouveau qu’il n’y a pas d’onde réfléchie dans le cas d’adaptation d’impédance
7 = Zs.

Prise de notes : 1l existe cependant des situations ou il est impossible de modifier
Zy ou Zsy : on peut alors ajouter un milieu supplémentaire pour limiter les réflexions.
C’est le cas des sous-marins allemands utilisés pendant la guerre : eau / couche de
* caoutchouc mousse / fer. Attention au cas de la sonde d’échographie : changement de
milieu intermédiaire : utilisation d’un gel dans 'unique but de limiter la présence d’une
couche d’air qui n’est pas adaptée au niveau des impédances (on passe de sonde / air /
peau a sonde / gel / peau). On peut aussi changer la section : cas des hauts-parleurs.

On définit également des coefficients de réflexion et transmission en puissance :
= Pson =
o PosE=0) o (Pau(z=0)
(Pson,i(z = 0)) (Pson,i(z =0))

Pour des ondes planes, le vecteur de Poynting est identique sur toute la section S de l'interface,
a chaque instant. On peut donc sortir les surfaces S; = Sy = S des intégrales précédentes :

L Ame-os ros o {([Ee=0)s noes o
(e =off)s #0840 ([Ee=offys  HOS L0
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Comme I; = (||P;7]|) = Z1 (v}) et I, = Z1 (v?), il vient

2 2
vr0/2 2 Zl—ZQ

= = = —_— I .4
R ’UZ-QO/Q " <Z1+22 (IV.4)

tandis que le coefficient de transmission en puissance vaut :

Zg <’Ut2> Z2 2 4Z1Z2
T = e B IV.5
Zi (i) Zv Y (Zy+ Zo)? 1v.5)

On vérifie alors que R + T = 1, traduisant la conservation de 1’énergie a l'interface.

* On remarque que si Z; = Zy, alors R =0etT = 1: ily a transfert maximal de puissance
entre I'onde incidente et 'onde transmise. On parle alors d’adaptation d’impédances.

V  Ondes sphériques

V.1 Ondes sphériques progressives

Une source sonore réelle n’émet jamais dans
une seule direction, mais souvent de maniére
anisotrope dans plusieurs directions. On peut
d’ailleurs mesurer, & distance fixée, un dia-
gramme de directivité d’un haut-parleur en
tracant l'intensité sonore en fonction de 'angle.
La modélisation en ondes planes semble donc peu
adaptée pour décrire une onde acoustique réelle...

MES0 orizz.

=500 Hz

— 1 kHz

2kHz

= kHz

—dkHz

18 kHz

V.2 Cas d’une onde sphérique progressive harmonique divergente

Considérons le cas d’une sphére pulsante située en » = 0 imposant localement une perturbation
sinusoidale de sa surface, a I'origine d’une onde acoustique sphérique divergente. On peut alors
écrire la surpression avec une dépendance harmonique du type :

cos(wt — kr + )
r

Pi(rt) = Ag (V.1)

w R . . .
avec k = — d’aprés la relation de dispersion.
c
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On peut commenter cette expression :

* Les surfaces d’onde sont des sphéres concentriques. Le centre r = 0 de ces sphéres
est appelé foyer de I'onde sphérique.

« L’amplitude des ondes décroit en 1/r, mais ce n’est PAS di a de la dissipation
d’énergie. En effet, aucun phénoméne dissipatif n’est pris en compte dans les
équations du mouvement. Sil’amplitude diminue, c’est que la puissance de l'onde,
qui reste constante, est répartie sur une surface de plus en plus grande, de valeur

2

4mr?. (Le vecteur de Poynting acoustique est proportionnel & —.) On parle
r

2
d’atténuation géométrique (et surtout pas d’absorption).

+ A grande distance de I’émetteur isotrope, les surfaces d’ondes, qui sont des sphéres
de rayon r, deviennent localement assimilables a des ondes planes (& condition de
se placer dans une zone d’extension spatiale de petite dimension devant le rayon
de courbure de l'onde sphérique).

-

-

Aioression.
deépression

/ !
ondes spheérigues
~Aurpression ondes plane

Notons enfin 'importance de la diffraction. En effet, si on place sur le parcours d’une onde plane
(ou assimilée) un obstacle de dimension caractéristique a < A, ’onde cesse d’étre plane en aval de
I’obstacle, et les fronts d’onde se déforment. L’onde en aval s’approche alors d’une onde sphérique.

[}

* Définir le demi-angle d’ouverture de diffraction 6 ~ 2 sur le schéma.
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Exercices

Ex. 1 Modes propres dans un instrument & vent

Un tuyau d’orgue est assimilable & un tuyau d’axe (Ox) de longueur ¢ = 1 m fermé a 'une de ses extrémités (en
x = 0) et ouvert a autre (en z = ¢).

Les pressions, température et masse volumique moyennes de l’air contenu dans le tuyau sont : Py = 1,013.10° Pa ;
To =290 K ; po = 1,22 kg.m 3. L’air est assimilé & un gaz parfait de coefficient v = 1,4.

1.

Montrer que les conditions aux limites imposent, d’un c6té, un nceud de vitesse, et de ’autre, un noeud de
surpression.
On cherche les modes propres. On pose pour cela ’onde de surpression sous la forme P (z,t) = Pyg cos(wt) cos(kz+
¥).
(a) Rappeler la définition d’'un mode propre et commenter le choix de la forme de la fonction d’onde de
surpression. Quel est le lien entre w et k 7
(b) Déduire de la fonction d’onde de surpression, la forme sous laquelle on recherche la fonction d’onde de
vitesse. Commenter la structure des ondes de vitesse et de surpression, et en particulier les positions
respectives des nceuds de surpressions et des ventres de vitesses.
(c) Déterminer numériquement les fréquences vy et 4 du fondamental et du premier harmonique d’amplitude
non nulle.
A la fréquence v;, on a mesuré une amplitude maximale des élongations de air & ap = 1 mm. En déduire
I’amplitude correspondante Pjg pour la surpression et 717y pour la température.

2.

Correction de l’exercice 1

. On considére que la membrane fermée est en x = 0, alors que 'ouverture est en = = £.

* Une membrane fermée fixe impose un noeud de vitesse, car le fluide ne peut pas pénétrer dans la
membrane solide : vy (z = 0,t) = 0, Vt.

+ Concernant Iouverture en x = /£, la condition aux limites est un peu plus délicate a4 déterminer. Etant
donné que 'onde acoustique se développe dans un tube, on peut supposer raisonnablement que cette onde
est plane (une seule direction de propagation +é,). Donc, en x = £, la surpression est constante sur tout
le plan d’onde que constitue 'ouverture du tuyau. Or, en x = £ et au bord du tuyau, cette surpression
vaut forcément P; = 0, par continuité avec la pression atmosphérique extérieure. Donc, nécessairement,
vu que 'onde dans le tuyau est plane : Py(x = {,t) = 0, Vt.

(a) Mode propre : onde plane stationnaire harmonique solution de ’équation de d’Alembert et respectant
les CL. La forme proposée convient donc. D’aprés la relation de dispersion de ’équation de d’Alembert
k= g.

(b) ﬁ ¢ Pour faire le lien avec vy (x,t), on ne peut pas utiliser 'impédance acoustique car on n’a pas
une onde plane progressive !
A partir de la loi de la quantité de mouvement linéarisée, on en déduit le champ de vitesse correspondant

,uo% = _oh = +Pyok cos(wt) sin(kx +v) <= vi(x,t) = Pro sin(wt) sin(kz +v¢) + f(z) (Ex.1)
ot ox 1oC
ou lon prend f(z) = 0 car une fonction de I’espace uniquement ne peut pas représenter une onde (qui
est caractérisée par un couplage spatio-temporel).
Par conséquent, ’onde de vitesse est elle aussi plane stationnaire harmonique. Pour des positions z telles
que cos(kx 4+ 1) =0, on a un nceud de surpression, mais aussi sin(kxz + 1) = 1 et donc un ventre de
vitesse. Réciproquement, chaque nceud de vitesse correspond a un ventre de pression.
(c¢) En utilisant les deux conditions aux limites, il vient :

vi(x=01) =0Vt = siny =0=1¢Y=0 ou = Choix: ¥ =0 (Ex.2)
Pi(x=4t) =0Vt = cos(kl+1)=0= cos(kf) =0= kl = g +nm,neN (Ex.3)
2mv

c c
soit avec k = —, v, = — +n—. On trouve numériquement : ¢ = 4/ LMTO = 340m/s, puis vy = 85 Hz et

PR TA
1 = 255 Hz = 3r;. Dans un instrument a vent, seules les harmoniques impaires existent, contrairement

aux instruments & cordes : c’est ce qui explique leur nette différence de timbre !
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P,
3. Comme —2 est l'amplitude maximale de la vitesse, mais qu’elle vaut aussi agw & partir de I'amplitude
HoC
maximale de I’élongation, il vient

Pig = apwpoc = 2mugcagry = 670 Pa (Ex.4)

Concernant la température, on a forcément besoin d’une loi thermodynamique. On utilise le fait que la
transformation est adiabatique réversible pour un gaz parfait, soit en différenciant logarithmiquement une des
lois de Laplace :

dP dT P10 TlO _

- HTH P,
P77 =cste <= (1—9)—= +7— =0 = (1—7)+7——O:>T10:m

=0.55K
P T Py To 7Fo

(Ex.5)
On constate que la température évolue sensiblement peu lorsque l'instrument est sollicité (ce qui valide encore
et toujours 'approximation harmonique : T¢ < Tp).
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Ex. 2 Lévitation acoustique (Ecrit Mines-Ponts PSI 2020)

La lévitation acoustique consiste & maintenir de la matiére en suspension au sein d’un milieu fluide ambiant, air
par exemple, en opposant au poids de ’objet lévitant la force résultant de la pression de radiation d’ondes sonores
intenses.

Les vecteurs seront surmontés d'un chapeau s'ils sont unitaires (€) et d'une fleche dans le cas
général (@). Ainsi dans I'espace cartésien on notera @ = a,€, + a,¢, + a.¢.. A I'exception de j,
tel que j2 = —1, les nombres complexes seront soulignés.

# v P A o Membrane
I. — La lévitation grace a h du
une Onde sonore ] transducteur

Objet en :
lévitation @

Le dispositif de lévitation acoustique est pré-
senté et modélisé sur la figure 1.

Un transducteur, de surface S = 10 cm?, est en
vibration au voisinage de la hauteur h a la vi-
tesse i, (t) = U, sin(wt)e, avec U,, = 10cm -
s~ 1. 11 génére une onde sonore de fréquence [ =
20 kHz supposée plane, harmonique, et pro-
gressive selon la verticale descendante. Cette
onde est totalement réfléchie par une paroi fixe
placée en z = 0.

Le milieu de propagation est de I’air, supposé
homogene et compressible. Il est caractérisé au

Réflecteur

FicuRE 1 - A gauche : lévitation acoustique
de particules de polystyrene expanseé. A droite :
schéma de principe du dispositif de lévitation
acoustique.

repos (en I'absence d’onde sonore) par une masse volumique o = 1,2kg - m™2 uniforme. Les
champs de température et pression sont eux aussi stationnaires; la température T étant en
outre uniforme alors que la pression est une fonction de z soit Py = Py(z).

Aide : Vu que la pression au repos dépend de z, cela implique que, dans ce probléme, on ne néglige pas la pesanteur
lors de la modélisation des ondes acoustiques.

On suppose que la propagation est unidimensionnelle, de célérité ¢ = 3,4 x 10°m - s~' dans le
milieu. Dans 'approximation acoustique, les champs de pression, masse volumique, et vitesse
sont alors décrits respectivement par :

P(zt) = P(z) + pi(zt)
plzt) = po + m(zt)
v(z,t) = vi(2,1) €,

Les termes p; et py sont perturbatifs : pour toutes les valeurs de t et de z concernées on a
done |pi| < |Py] et |p1| < |pol. L’évolution du fluide mis en mouvement par 'onde sonore est
supposée adiabatique et réversible. Le coeflicient de compressibilité isentropique sera noté yg
et assimilé a une constante.

0

[d 1 — Rappeler les hypotheses de 'approximation acoustique. Sauf mention contraire, on
suppose ces hypotheses vérifiées par la suite.

[d 2 — On considere une particule fluide, de volume d7, mise en mouvement par le passage
de l'onde sonore. Montrer que, dans 'approximation acoustique, son accélération peut s’écrire
. ov
a= =

ot

Lycée Rabelais - PC - 2024-2025 - C. Logé 17



a3 — Ecrire, en projection sur €., 'équation aux dérivées partielles obtenue en appliquant
la relation fondamentale de la dynamique a une particule de fluide de volume dr et de masse
1od7. Que donne cette relation si la particule est au repos? Compte-tenu de cette seconde
relation, déterminer finalement une équation aux dérivées partielles reliant les seules grandeurs
Lo, U1 et pr.

[d 4 — Donner les expressions linéarisées des relations locales traduisant, d’une part la conser-
vation de la masse, et d’autre part le caractere isentropique de I’évolution du fluide sous 'effet
de l'onde acoustique.

d 5 — Montrer que le champ des vitesses vy (z,t) vérifie une équation de propagation de la

forme ‘
02 (5] 1 021,’1

022 2 or?
Quel est le nom de cette équation? Exprimer ¢ en fonction des parametres pertinents.

4 7 — On note z,,(t) la position de la membrane du transducteur au voisinage de h. Exprimer
puis calculer 'amplitude Z,, de vibration de z,,(¢). On pourra prendre (47)~t = 8,0 x 1072

(1 8 — On s’intéresse a 'onde sonore résultante entre le transducteur et le réflecteur. Justifier
la condition aux limites

U (1) = v1(Rot)

4 9 — Déterminer completement la vitesse vy(z,t) dans 'espace 0 < z <l et exprimer son
amplitude maximale V; en fonction de U,,, h, w et c.

4 11 — Exprimer la surpression p;(z,t) associée a U(z,t). On considere une bille, de rayon
a < X\ et donc assimilable a un volume élémentaire sans influence sur la propagation de I'onde
acoustique. Déterminer la résultante F des forces de pression s'exercant sur la bille, ainsi que sa
moyenne temporelle <ﬁ > Le modele étudié jusqu’a présent permet-il d’interpréter la lévitation

de cette bille?

Remarque : Pour expliquer le phénoméne de lévitation acoustique, il faut alors effectuer un traitement des ondes
acoustiques a Pordre 2 (on sort de 'approximation acoustique).

Correction de ’exercice 2

Corrigé ci-aprés. J’avais donné cet exercice en DS : les erreurs sont des erreurs fréquentes commises dans les copies.
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0O 1 L’approximation acoustique est en réalité déja présente dans 1’énoncé : elle consiste a supposer que les
grandeurs acoustiques (indicées 1) sont des infiniment petits d’ordre 1, alors que les grandeurs au repos

(indicées 0) sont d’ordre O : |p1| < P, et ‘IH‘ <y, et |v1| <c. On fait alors un raisonnement en se

limitant a I’ordre 1.
Rq : Le fait de négliger les phénomenes dissipatifs est une hypothése faite ici, mais qui ne fait pas
strictement partie de I’approximation acoustique.

0O 2 L’accélération d’une particule de fluide est la dérivée particulaire de la vitesse. Donc :

L 07 (T gﬂi)? _On =i oy = ov
= — . ) = —/—~ n—=e,
ot ot~ Dz =T ot
ordre 1 ordre 2

al’ordre 1.

Erreur : Dériver un terme d’ordre 1 donne toujours un ordre 1. C’est le produit de deux ordres 1 qui crée un
terme d’ordre 2.

003 On prend comme systéme une particule de fluide dont le volume au repos est dr.
On lui applique le théoréme de la résultante dynamique dans le référentiel du laboratoire, supposé galiléen.

-

D’ou : fl,dt g—¥:—grader+p0dT§,

Erreur : La résultante volumique des forces de pression dépend bien de la pression totale P, et non de la
surpression p;. Ceci est a prendre en compte ici vu que Py(z).

Erreur : Attention au piége : la masse du systéme choisi (qui est invariable puisque c’est un systéme fermé)
est Hodt, aussi bien dans le premier membre que dans le second. Certes, la masse volumique varie avec la
propagation de 1’onde, mais le volume de la particule de fluide varie également. (On devrait donc,
rigoureusement, introduire un volume dz, + dt; pour la résultante des forces de pression. Mais je ne pense

pas qu’ils attendaient ce niveau de compréhension, et de toute maniere, ne change pas le résultat final a
lordre 1.)

Apreés projection sur €, et simplification par dr, il vient :

Ho % = —a_aZP —Hog 1)
Dans le cas particulier du repos, cette équation devient (relation de la statique des fluides) :
0= ﬁ —Hog 2

dz

L’équation (1) peut encore s’écrire :
Moo~ dz 0z

Puis en faisant (3)—(2), on obtient :

—Hog (3)

vi_—0p,
Ho ot 0z

4

u

0O 4 L’équation locale de conservation de la masse div(u V)+ =0 donne en 1D, apres linéarisation :

9v, =0,
Mooz ~ ot

®)



o
P

L’équation locale traduisant 1’évolution isentropique du fluide est y,= F ; apres linéarisation,
S

Hi = Ho Xs P1 (6)

Rg : On demande de donner et non d’établir, donc soyez rapides.

. ) ov, . op .
O 5 En utilisant (5) et (6), on obtient Fra Mo XSE’ puis
ov, op,
o =X, ™).
0z ot
L oo azV1 _azp1 L .
En dérivant (4) par rapport au temps, il vient 1, pYE = EYETE et le théoréeme de Schwarz permet d’écrire :
t z

o’v, —0'p
Hoss =" 5 ®)

ot> 0zO0t
En dérivant (7) par rapport a z, il vient
0*v o’ p

i Sy ©
0z 0zot

. . 0’ Vi 62Vl . . . . .
Enfin, (8) combinée avec (9) donne Y = Xsy()F, ce qui est bien de la forme proposée par 1’énoncé

zZ t
avec
1

C=—
v Po XS
Il s’agit de 1’équation de propagation 1D de |d’ Alembert.

Erreur : Il ne faut pas se perdre dans les calculs. On veut une dérivée seconde sur v,, donc il faut forcément
dériver (4) par rapport au temps.

Erreur : Il faut passer toutes les équations en 1D directement, et ne pas rester avec les opérateurs
vectoriels. Sinon, on fait apparaitre grad(div(7T1)) = rotrot Ty + AT, et il faut alors justifier
pourquot rot T1 = 0 ... Donc, si vous pouvez passer en 1D, faites le systématiquement : ca simplifie !

00 7 On détermine la position de la membrane en intégrant la vitesse par rapport au temps.

ot
IJ:”’&
Zm (t) :/ Up sin(wt")dt’ = — " cos(wt) + cste
0

Erreur : Il n’est pas nécessaire d’expliciter la constante. Mais il ne faut pas dire qu’elle est nulle !! En effet,
la membrane vibre autour de z=h, donc cste=h ici.

En régime harmonique, I’amplitude U , de la vitesse est liée a I’amplitude Z,, de vibration par la pulsation :

Un
z,=—"
w

Erreur : L’amplitude est toujours positive.

0,1 :10‘5
271 x20.10° 4n

Numériquement, Z = ~ 8,0.1077m , en utilisant ’indication % ~ 8,0.10_2.
T

O 8 La condition aux limites um(t ) o vl(h,t ) se justifie par le fait que la membrane du transducteur est
imperméable au fluide, et qu’il serait inconcevable qu’une poche de vide se forme entre le fluide et le
transducteur. Ainsi, il y a |continuité du champ des vitesses a !’interface transducteur/fluidel.




Erreur : On n’est pas dans la situation du cours avec une interface sans masse entre deux fluides. La
conservation du débit volumique n’a donc pas de sens, car le débit volumique de la membrane (c’est-a-dire
d’un solide !) n’existe pas.

Rq : Ici, le correcteur cherche les mots-clés : imperméable + pas de vide. Faites les apparaditre.

09 La condition aux limites en z=0 (paroi imperméable, donc v,(z=0,t)=0), améne a chercher la solution de
I’équation 1D de d’Alembert ici sous forme d’onde plane stationnaire harmonique :

vl(z,t):Acos(wt+(p)cos(%z+l[/).

Erreur : La solution ne peut pas étre une OPPH car on a un neeud avec la CL en z=0.
Donc, posez directement la solution sous forme d’OSH, c’est le plus efficace.

Erreur : Vous n’avez pas le droit de choisir p=0 et/ou w=0, car l’origine des temps est imposé par la
fonction u,(t) et [’origine de [’espace est déja imposée par [’origine des z sur le schéma.

Erreur : On peut donner directement k = w/c, car c’est la relation de dispersion de d’Alembert (c’est du
cours). Et donc, dans la méme idée, il ne sert a rien d’injecter la fonction d’onde dans [’équation de
d’Alembert, vous ne retrouverez que la relation de dispersion... Ce sont les CL qu il faut utiliser ici !

s . s T .
La condition aux limites vl( 0,t )= 0 a tout instant t conduit a cos ((/J)ZO, donc par exemple Z?, puis
. |
vl(z,t)ZAcos(wt+(p)sm(?z) .

La condition aux limites um(t) Evl(h,t) a tout instant t conduit a Umsin(wt)ZA COS((Dt+(p)SiH(% h),

U

d le p=—= tA: S
onc par exemple p=——¢ (o)
2 sm(—h)

U,

sin(gh)
c

apl_—l aVl_—l Um w . Q)]

= = —sm(a)t)cos =z]l.

ot x, 0z X, . [w,\C c
sin|—h

c

m

Finalement, vl(z,t):—sin(wt)sin(%z) avec V=
sin (gh)

c

00 11 On repart de 1’équation (7) :

Et puisqu’on est en régime harmonique, il n’y a pas de constante d’intégration additive :

(z t)—iilcos(wt)cos @,
Pz, b= )c c

|
*sin| —h
c

U
Ouencorepl(z,t)z Ho® 2 Cos(wt)cos(%z).

sin(gh)
C

- —4 — —4 —
La résultante des forces de pression sur la bille est F =? na’grad P= 3 na’grad ( P+ pl)

= —4 4[dPy 0p |,
D’ =— —— .
ou F 3 ma ( e + 3, e,

En utilisant I’équation (2) et le résultat ci-dessus, on a




na’| g, g+

sl
Il
w |

oU .
Mcos(cot)sin(ﬂz) e,
. | @ c
sin|—h

c

Et sa moyenne temporelle est moy (1_5 )= % na’ Hoge, .

Cette force moyenne permet la sustentation d’un objet de méme densité que 1’air (ou I’air lui-méme) mais

. . . . . -4 3
pas d’un objet plus dense que 1’air, donc pas une bille, car le poids de cette bille est ?n aypu,ge,.

Remarque : Cette force est la poussée d’Archiméde : en moyenne, les forces subies par la bille sont les
mémes qu’en statique des fluides.



Ex. 3 Isolation phonique

Une cloison est modélisée par une membrane de masse volumique p et d’épaisseur e en translation au voisinage
de z = 0 dans un tuyau sonore de section S rempli d’air a la température de 20°C de masse volumique pg = 1,2
kg.m 3. L’air est donc présent & gauche et & droite de la cloison.

On cherche & déterminer les ondes transmise et réfléchie en o = 0 pour une onde de vitesse incidente v; = voel (Wt—kz)
pour x < 0.

1.

On considére que la membrane se trouve constamment en x = 0. A quelle condition cette approximation
est-elle valable ?

2. Ecrire les conditions aux limites en = 0.
3. Donner la forme des ondes de pression et de vitesse du coté (1) : < 0 et du coté (2) : z > 0.
4. Montrer que le coefficient complexe de transmission en vitesse 7(jw) peut se mettre sous la forme
. 1
T(jw) = —
1+j—
We
avec w, une constante que I’'on exprimera et dont on explicitera le sens physique. En déduire ’expression du
coefficient de transmission en puissance T'(w). Quels instruments d’un groupe de rock entend-on le mieux a
travers un mur ?
5. Pour p = 1800 kg.m ™3, quelle est I’épaisseur du mur permettant une atténuation de 20 dB a 400 Hz ?
Correction de I’exercice 3
1. L’amplitude de déplacement du piston est de lordre de a < A (approximation acoustique). Donc, on peut
négliger la variation de position du piston si a < e, dont une condition suffisante est A < e. Dans ce cas,
on peut également supposer que le piston est d’épaisseur nulle du point de vue des ondes acoustiques se
propageant.
2. Ecrivons les conditions aux limites, en considérant qu’il y a une onde réfléchie et une onde transmise. D’une
part on a continuité du champ de vitesse a I'interface :
v;(0,t) 4+ v,-(0,t) = v4(0,t) (Ex.6)
et d’autre part, on n’a pas continuité de la surpression, car il faut appliquer la loi de la quantité de mouvement
a la membrane, qui se déplace en bloc a la vitesse v:(0,t) :
Ov(0,t)
PseT = (pi(0,t) + pr(0,t) — p:(0,1)) S (Ex.7)
3. On écrit les ondes de la maniére suivante :
v, (x,t) = vpged Wk Eer) oy v (x,t) = vyped WERTted) (Ex.8)
et pour la pression :
p(zt)=2Zv, , p(zt)=—2Zv, et p(zt)= 2y, (Ex.9)
en posant Z = pgc.
4. En injectant les formes précédentes dans les conditions aux limites, en introduisant le coefficient de transmis-

Qt (Ovt)
Qi (Ovt)

sion en vitesse 7(jw) = (et par analogie celui en réflexion r(jw)) :

l+r=717 et pejwr=Z(1—-r—1) (Ex.10)
soit en réinjectant r dans la seconde équation, il vient aprés réarrangement :

27 1
N _ Ex.11
w,

C

27 2pgc
avec w, = — = .
pe pe
On a donc un filtre passe-bas de pulsation de coupure w. (ce qui était relativement attendu, car les basses

fréquences sont souvent plus difficiles a filtrer que les hautes fréquences).
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Concernant le coefficient en puissance :

T(w) = L0)S  (P0)un(0))  Z{v(0)%) wk/2 (vto)Q
~L(0)S T (P(0,0)ui(08))  Z(ui(0,)2)  wg/2

On accede & -2 grace au module de 7(jw) :

Vio0
1
Tw) =’ = — (Ex.12)
w
1+ (2)
We
qui est bien un coefficient réel (heureusement, il s’agit d’un rapport de puissances moyennes).
Pour un groupe de rock, on entendra trés certainement la basse et la batterie (basses fréquences) !!
. Si on veut une atténuation de 20dB a 400 Hz, il faut que :
Ii=I; x T = I = IdB,i + 10log(T) = 10log(T) = —20dB = T' = 10~
En réinjectant I'expression de T'(w) :
1 1 2 2pocv99
5 <:>wC:L: P08 sy ¢ = 2P0V g 8em (Ex.13)
V99 pe wp

T= — = —
100 w
1+(>
We

¢
sachant que ¢ = 343ms~!. On pourrait vérifier (non demandé) a posteriori que e < A = — = 86.cm, ce qui

, f
valide la Q.1.
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Ex. 4 Ondes acoustiques sphériques progressives

Une spheére pulsante de centre O fixe dont le rayon a(t) = ag + a1 cos(wt) varie sinusoidalement avec une amplitude
a1 < ag <€ X émet des ondes sonores dans tout ’espace extérieur a la sphére, rempli d’air de masse volumique
1o ou la célérité des ondes sonores vaut c. Compte tenu de la symétrie du probléme, on cherche en coordonnées
sphériques de centre O des champs de la forme p;(M,t) = p1(r,t) et T1(M,t) = v1(M,t) @,

On rappelle que pour un champ scalaire ne dépendant que de r en coordonnées sphériques le laplacien peut s’écrire

1
1. Donner I’équation de d’Alembert sur p;(r,t). Justifier que 'on doit choisir p; (r,t) = - ft—r/c).

A
2. Dans la suite, on pose k = w/c et on cherche une solution de la forme p; = — cos(wt — kr — a). On souhaite

déterminer le champ de vitesse associé. Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser I'impédance acoustique.
Montrer néanmoins que :

r

o= A ( sin(wt — kr — a) —|—kcos(wt—k:r—a)> =
HoTw
3. Onde en champ proche Simplifier I'expression du champ des vitesses pour r < A et déterminer A et o en
exploitant la condition aux limites sur la sphére.
4. Onde en champ lointain
(a) Simplifier expression du champ des vitesses pour r >> A et montrer qu’on retrouve un résultat typique
des ondes planes progressives.
(b) Montrer que la puissance moyenne rayonnée a travers une sphére de centre O et de rayon r >> X est
une constante. Commenter. Expliquer pourquoi les enceintes acoustiques sphériques sont d’autant plus
grandes que le son émis est grave.

Correction de ’exercice 4

1. Partons de I’équation de d’Alembert vérifiée par le champ de surpression :

1 0%*p; 19%(rpi(rt)) 1 9%*py
A —_ = — ? = — E .14
P1= 2 g T ot2 2 Ot? (Ex.14)
soit en posant b(r,t) = rpi(r,t), on a une équation de d’Alembert 1D vérifiée par b(r,t), d’ou :
-g) o(ed)
pi(rt) = €~ + ¢ (Ex.15)

r r

On choisit ici une onde progressive se dirigeant selon +¢,., car il n’y a aucune condition aux limites pour de
grandes valeurs de r qui expliquerait qu’en plus de I'onde progressive émise par la sphére pulsante, il y a une
onde réfléchie.

2. Pour déterminer le champ de vitesse, on ne peut pas utiliser I'impédance, car on n’a pas une onde plane
progressive (onde sphérique progressive). Partons du PFD linéarisé que l'on intégre par rapport au temps
(on peut aussi passer le PFD linéarisé en notation complexe, puis finalement repasser en réels) :

07
Ho ot

5 € (Ex.16)

T T

— —grad>p1 — A ( cos(wt —kr —a)  k sin(wt — kr — a)) R

puis par intégration :

= A ( sin(wt — kr — )

1= + k cos(wt — kr — oz)) e+ 1) (Ex.17)
HoTw

r

avec ?(t) = 6, car ce terme ne décrit pas une onde (pas de couplage spatio-temporel), il n’a donc pas de sens

physique.
21
3. En notant que k = N on remarque que la condition r < A permet de négliger le deuxiéme terme devant le
o A sin(wt — kr —a) _,
premier dans ’expression de v1 : v = ( )er
LoTw r
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On utilise ensuite la condition aux limites de continuité de la vitesse en x ~ ag (comme a; < ag) :

A sin(wt — kag — «)

v1(r = ag,t) = —ayw sin(wt) = Ex.18
( ) (wi) e o (Ex.18)
. N 2 2 . Tao
conduisant & A = ppajafw” et kag + a = m, soit « =1 — kag ~ m, car kag = < 1
4. (a) Pour r > X (ne surtout pas utiliser la condition aux limites), on a alors
Tt
vi(r,t) ~ cos(wt — kr —a) = pu(rt) (Ex.19)
pore poc

et I'on retrouve donc le lien entre surpression et vitesse pour une onde plane progressive harmonique !
Cela confirme le fait qu’a grande distance de la source, une onde sphérique peut étre considérée comme
plane.
En champ lointain, la puissance moyenne rayonnée a travers une sphére de rayon r vaut :

2

P = <p147rr2111 (T,t)> = 47'&';16 < Cos2(wt —kr — a)> = o ;

2r A% 2mpgwiajal

(Ex.20)

qui est bien une constante indépendante de r. Cela est logique car aucun phénomeéne dissipatif n’a été
pris en compte dans I’approximation acoustique.

Comme la puissance est proportionnelle & (aow)*, pour obtenir une méme puissance, il faut augmenter
ag pour permettre d’avoir w plus faible. Plus le son émis doit étre grave, plus I’enceinte doit étre large
(c’est courant quand vous devez choisir une enceinte) !
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