Spé PC. Année 2024-2025. Révisions [3]

Exercice 1. 1. Soient A et B deux événéments d’un espace probabilisé. Montrer que |[P(A) — P(B)| < P(An B) + P(AN B).
2. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé et a valeurs dans N.
Montrer que pour tout ¢t € [—1,1], |Gx(t) — Gy (t)| < 2P(X #Y).

Exercice 2. Soit k et n deux entiers naturels non nuls tels que k£ < n.
1. Montrer que pour tout ¢ € RT, t¥ <1 +¢".
Indication : distinguer deux cas suivant la valeur de t.

2. Soit X une variable aléatoire. Montrer que si X™ est d’espérance finie, alors X* est d’espérance finie.
Exercice 3. Soit p €]0,1[. On considére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un

espace probabilisé (2, A, P) telles que X, suit la loi de Bernoulli B(p) si n est pair et la loi de Bernoulli B(1 — p) si n est impair.

Soit w € Q. On admet que 'on définit une variable aléatoire Y sur (92, A, P), a valeurs dans N, en posant :
Y (w) = min{n € N*/X,,(w) = 1} s’il existe n € N* tel que X,,(w) =1; et Y(w) = 0 sinon.

1. Justifier que P(Y =0) = 0.

2. Déterminer la loi de Y.

1
3. Montrer que Y est d’espérance finie égale & %
L—=p+p
Exercice 4. Soient X1, ---, X, des variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, .4, P) dont les carrés sont d’espé-
rance finie. Soit M = (mi;)1<ij<n € Mn(R) avec : (i, ) € [1,n]?, mi; = cov(Xi, X;).
e On dit que M est la matrice de covariance de la famille (X1, , Xn).

1. Justifier que M est diagonalisable dans M, (R).
2. Soit (a1, -+ ,a,) € R™. Vérifier que V(a1 X1 + --- 4+ anXn) = LTML ott LT = (a1 -+~ an).

3. Prouver que les valeurs propres de M sont positives.

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire telle que X (Q2) = N* et d’espérance finie.

1
1. Montrer que X est d’espérance finie.

1 1
2. Montrer que FE(—) > ——. Indication : utiliser linégalité de Cauchy-Schwarz.
X E(X)

3. Un ezemple. Soit X une v.a. suivant la loi géométrique de parameétre p €]0, 1[. Calculer E(<) et retrouver I'inégalité de 2.

1
X
Exercice 6. 1. Soit P € R[X], de degré impair. Justifier que P admet au moins une racine réelle.

2. Montrer qu’il est impossible de truquer deux dés (a 6 faces) de sorte que chaque somme obtenue en langant les deux dés soit
équiprobable.

Indications : raisonner par l’absurde. Utiliser les fonctions génératrices et 1.



Exercice 4. > On rappelle que si X et Y sont deux v.a. dont le carré est d’espérance finie, la covariance de (X,Y’), notée
cov(X,Y), est le réel :

cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).
1. La matrice M est symétrique car pour tout (i,5) € [1,n]?, ms; = cov(X;, X;) = cov(X;, X;) = m;;. Donc M est diagonali-
sable d’apreés le théoréme spectral.
2. Commencons par deux rappels utiles :

1) Carré d’une somme de réels. Soit (u1, -+ ,u,) € R. On a :

(o) = () () = (Y w) - () = 30wy,

i=1 j=1
ii) L'une des deuz définitions de la variance. Si'Y est une v.a. dont le carré est d’espérance finie, V(Y) = E((Y — E(Y))?).
Donc :
V(e X1+ +anXn) = E((@X1+ - +anXn) — E(ai X1+ + anXn))?)

= E(((ax(X1—E(X1))+ +an(Xn— E(Xn)))Q) par linéarité de P’espérance

n

= B> a(X - E(X:))a;(X — E(X,))) d’aprés i) avec u; = a:(X; — E(X,))

i=1 j=1
= Z Z aia; E((Xi — E(X:))(Y; — E(Y;))) = Z Zaiajcov(XiJ/j) par linéarité de l’espérance.
i=1 j=1 i=1 j=1
C1
Et la somme double précédente est bien égale & *LML. En effet, posons C = ML = . |. Alors pour tout i € [1,n],
Cn
C; = Zmijaj et
j=1
Cl n n n n n
‘LML = (ay - an) :Zaici :Zai(Zajmij) :ZzaiajCOV(Xi,}/}).
i=1 =1 j=1 i=1 j=1
Cn

Remarque. Comme d’habitude, une matrice de M 1(R) est identifiée & son unique coefficient.
ai

3. Soient A une valeur propre (réelle) de M et L une colonne propre associée, c’est-a-dire L = o | # On,1 telle que ML = AL.
an

Alors *LML = *LAL = X'LL = /\(a% 4+ 4 a%). Or une variance est positive et on a : a? +--- 4+ a2 > 0, donc d’apres 2. :

V(ale + -+ aan)

eR".
a§+...+a%

A=

n

Exercice 6. 1. Notons n le degré impair de P. La fonction polynéme z — P(z) = Zakxk est continue sur R et comme

k=0
P(z) ~ anpx™,sian > 0,0ona: lim Px) = —oco, lim P(x) = 400 et, si an < 0, on a : lim P(z) = +oo,
r—+00 Tr— — 00 T—+00 Tr— —00
lim P(z) = —oo. Donc P admet au moins une racine réelle par le théoréme des valeurs intermédiaires car P prend des valeurs
xr—+00

négatives et positives.

2. Notons X le résultat obtenu en lancant I’'un des dés et Y ’autre résultat. Implicitement les v. a. X et Y sont indépendantes.
Donc d’aprés le cours sur les fonctions génératrices, on a :

Vo € R, Gx(2)Gy (&) = Gty (@) ()
Posons pr, = P(X = k) (resp. gq» = P(Y = k)), k € [1,6], et raisonnons par ’absurde en supposant que la v.a. X +Y, a valeurs

dans [2,12], suive la loi uniforme, c’est-a-dire que

1
L’égalité () s’écrit pour 2 € R* aprés simplification par = :
_ 1
1

I’égalité précédente étant en fait vraie pour tout x € R car le polynéme

(p1 +pox+ -+ pex’) (g1 + 22 + - - + gox”) (Atz+a®+-+2') (),

1
(pr+p2X +o 4P X7) (@1 + X+ 4 geX7) = T (14X + X7+ + XT)

est le polyndéme nul puisqu’il admet une infinité de racines, & savoir tous les réels non nuls.

On a: ps # 0 (et gs # 0) car pegs = 11—1 Considérons alors une racine réelle t du polynéme p; + p2X + --- + ps X° de degré 5
(cf. question 1.) L’égalité (+*) implique que ¢ est une racine réelle du polynéme 1 + X + X2 + --- 4+ X'° dont les racines sont
complexes non réelles, a savoir les racines 11-émes de l'unité (sauf 1). Contradiction.

2



