Spé PC. Année 2024-2025. Révisions [4]
Exercice 1. Soient X et Y deux v.a. finies définies sur un espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes, et de méme loi.
On pose : X(Q) =Y (Q) ={a1, - ,an}.
1. Soient Z = X —Y et z € Z(Q2). Montrer que P(Z = z) = ZP P(X = ai + 2).

2. En déduire que Z et —Z suivent la méme loi.

Exercice 2. Soit p € N*. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, A, P), a valeurs dans {1,--- ,p}.
On suppose que Vj € {1,--- ,p}, P(X = j) > 0. Soit A = (aij)1<i,j<p € Mp(R) telle que a;; = P(Y =1i/X = j).
1. On consideére les colonnes V = (P(X =1i))1<i<p et W = (P(Y =1))1<i<p. Vérifier que W = AV

p
2. Soit j € {1,--- ,p}. Simplifier Zaij. En déduire que 1 est une valeur propre de A.

1=1

Exercice 3. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit (f,g) € £(E)? tel que fog=go f.
1. a. [Cours] Soit M € M,,(C). Justifier que M admet au moins une valeur propre complexe.

1. b. En déduire que f admet au moins une valeur propre complexe.

2. Soit A une valeur propre complexe de f. Montrer que le sous-espace propre Ex(f) est stable par g.

3. On note h 'endomorphisme induit par g sur Ex(f). Rappeler la définition de h et utiliser h pour prouver l'existence d’un
vecteur non nul de E qui est vecteur propre de f et de g.

4. Soit (A, B) € M, (C)? tel que AB = BA. Prouver I’existence d’une colonne propre commune & A et & B.

Exercice 4. On lance indéfiniment une piéce de monnaie déséquilibrée, donnant Pile avec la probabilité % Pour tout n € N*,
on note A, Iévénement : « a l'issue du n-iéme lancer on a obtenu pour la premiére fois deux Pile consécutifs » et a, = P(Ay).
1. Calculer a1, asz, as.
2. Montrer que pour tout n € N*, apq2 = %G/n+1 + %an.
3. En déduire une expression de a.,.

+oo
4. Calculer P( U Ay) et interpréter le résultat obtenu.

n=1

Exercice 5. [Descendance d’une fleur]

On dispose a 'instant 0 d’une fleur Fy pouvant donner naissance & l'instant 1 a deux fleurs, appelées « descendances », avec
la probabilité p €]0, 1[, ou mourir. Les descendances (éventuelles) de Fy peuvent avoir & U'instant 2 des descendances de fagon
mutuellement indépendantes sous les mémes conditions que Fp ou mourir, et ainsi de suite.

Pour n € N, on note U, ’événement « la lignée de la fleur Fy est éteinte a U'instant n » et u, = P(Uy).
1. Calculer up et u1. Montrer que la suite (un)nen converge vers une limite notée £.

2. Montrer que pour tout n € N, w1 =pu2 +1—p

3. Montrer que ¢ = min(1, %).

4. Soit E l'événement : « la lignée de Fy s’éteint ». Déterminer P(E).

Exercice 6. Soit EF un K-espace vectoriel de dimension finie.

2

1. [Question de cours| Soit u € L(E) tel que u* = u. Prouver que tr(u) = rg(u).

2. Soient m € N* et f € L(E) tel que f™ = Idg. On considére : p = 1 Z F= IdE +f4 Y.
m
2. a. Vérifier que f op = p. En déduire que Vk € N, f¥ o p = p et que p est un projecteur.
m—1
1
2. b. Vérifier que Ker(p — Idg) = Ker(f — Idg). En déduire que o Z tr(f*) = dim Ker(f — Idg).
k=0



Solutions et /ou indications.

Exercice 1. 1. Utilisons le systéme complet d’événements (sce) (Y =a1),---,(Y =an). On a:
(Z=2)= U((Z—Z)O(Y:ai)) = U (X=Y=2)n({Y =a)) = U (X =ai+2)NY =a)).
i=1 i=1 i=1

Comme les événements (X = a1 +2)N (Y =a1), -+, (X =an +2) N (Y = a,) sont deux & deux incompatibles, on a :
P(Z=2)=)» P(X=a+2)n(Y =a))
i=1

et enfin, X et Y étant indépendantes,
P(Z=2)=) P(X=a;+2)P(Y =a).
i=1

2. D’apreés 1. :

P(Z=2) = Y P(X=a;+2)P(Y =a)=Y P(Y =a;+2)P(X =a;) car X et Y ont la méme loi
i=1

=1

= Z P(Y =ai+2)N(X =a;)) car Y et X sont indépendantes
i=1

= ZP((Y:X—}—z)ﬂ(X:ai)):ZP((Y—X:z)ﬂ(Xza,-))
= P_(Y—X:z)car(X:al),---,();:an)estunsce
= P(—Z=2)=P(Z=-=2).

Exercice 2. 1. Soit ¢ € [1,p]. On a :

(V=) =((¥ =) N (X = 1)U Uy =)n X =p) = J( =) N (X =)

Jj=1

car (X =1),---,(X = p) est un systéme complet d’événements. D’ou 'égalité (e;) :
P P P
PY=i=» P(Y=0)n(X=j)=) PY=i/X=jPX=j)=) ai;P(X =)
j=1 j=1 j=1

Et les p égalités (e1),- - , (ep) obtenues se résument en une égalité matricielle : W = AV.

2. Fixons j € {1,--- ,p}. L’application : A — P(A/X = j) = Px—=;(A) est une probabilité sur .A. Donc :
p P
D ay =Y Px—j(Y =i)=Px—;(Y =1)U---U(Y =p)) =1
i=1 j=1

car (Y =1)U---U (Y = p) est ’événement certain €.

Remarque. On pouvait aussi refaire le calcul. Comme (Y =1),--- , (Y = p) est un systéme complet d’événements, on a :
Say =3 PO =) L (py Z1 X =)kt PY =g X =) = 5 P(X =) =1
~Y & P(X =) P(X =) ’ ’ P(X =)

Autrement dit, la somme des coefficients (positifs) de chaque colonne de A est égale a 1.

Considérons B = AT la matrice transposée de A. Alors la somme des coefficients (positifs) de chaque ligne de B est égale 2 1. On
en déduit que 1 est une valeur propre de B car BU = U si U est la colonne (non nulle) de My, 1(R) dont les coefficients sont
égaux a 1. Donc 1 est une valeur propre de A car A et B = AT ont le méme spectre (ayant le méme polyndme caractéristique).

Exercice 3. 1. a. Soit z € C. On rappelle que z est une valeur propre de M si et seulement si z est une racine du polynéme
caractéristique de M. Donc M admet au moins une valeur propre complexe car son polyndéme caractéristique, de degré n > 1,
admet au moins une racine complexe (Théoréme de D’Alembert-Gauss).

1. b. Soit B = (e1,--- ,en) une base de E ot n = dim E. Notons M € M,,(C) la matrice de f dans B et considérons une valeur
propre complexe A de M (cf. 1.) Alors A est une valeur propre de f.
T
Rappel. Soit X = | @ | € M;,1(C), non nulle, telle que MX = AX. Alors f(z) = Ax avec x = z1e1 + - - + Tnen € E, non nul
Tn

(et réciproquement).



2. Soit z € Ex(f). On a: f(g(x)) = g(f(z)) = g(Az) = Ag(x), c’est-a-dire g(z) € Ex(f). Donc Ex(f) est stable par g.
3. i) h est 'endomorphisme de Ex(f), qui associe & chaque vecteur = de Ey(f) le vecteur g(x) appartenant a Ex(f) d’apres 2. :

he B = B
z = glx)

1) Comme h est un endomorphisme du C-espace vectoriel Ex(f), de dimension finie au moins égale a 1, h admet donc au moins
une valeur propre complexe v (méme raisonnement qu’en 2. avec Ex(f) a la place de E et h a la place de f). Il existe donc
un vecteur non nul u de Ex(f) tel que h(u) = Au. On a alors : f(u) = Au (car u € Ex(f)) et g(u) = ~yu car h(u) = g(u) par
définition de h. Donc u est a la fois un vecteur propre de f (pour la valeur propre A) et un vecteur propre de g (pour la valeur
propre 7).

4. Notons f (resp. g) 'endomorphisme du C-espace vectoriel C" (de dimension n sur C) canoniquement associé a A (resp. B).

Comme AB = BA,on adonc: fog=go f. Daprés 3. il existe z = (1, -+ ,z,) € C", non nul, a la fois vecteur propre pour f
T

et pour g, cette derni¢re affirmation étant équivalente a : la colonne X = | . | € M,,1(C), non nulle, est une colonne propre
Tn

pour A et pour B.

Exercice 4. Indications : Introduire les événements P, : « on obtient Pile au n-éme lancer » et F,, : « on obtient Face au n-éme
lancer ».

ari _ _ 4 _ 4
1. Vérifier que a1 =0, az = 3, az = 5.

2. Soit n > 2. Remarquer que Apt2 = (Apt2 N F1) U (Anto N PN Fy).
3. La suite (an)nen+ est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dont I’équation caractérisque : r? — %r — % = 0 admet deux
racines réelles : 2 et —+. En déduire que pour tout n € N*, a, = ()" + 3(—3)".
—+oo —+oo
4. Vérifier que P( U An) = Z an, = 1. L’événement U:ﬁ A, est donc quasi-certain (ou presque sir) : on obtient presque

n=1 n=1
strement deux Pile consécutifs.

Exercice 5. Indications :

1. On a : up =0, uy = 1 — p. Vérifier que la suite (u,) est croissante.

2. Soit n > 1. On a: Uny1 = (Unp1 NUL) U (Uny1 NUL) = Ur U (Uny1 N U1). Donc uny1 = P(Unt1) =1 —p+ pPy, (Uni1).
3. Vérifier que £ € {1%1’, 1} puis distinguer deux cas :

i) si p > %, montrer que pour tout n € N, u, € [0, I%T’]. En déduire que £ = 177? ;i) sip< 3, 0=1 (car £ € [0,1]).

4. Remarquer que E = UI: U, et utiliser la propriété de continuité croissante.



