Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc Corrigé du DS n° 7 (26 mars 2025)

Exercice 2. 1. Soit (z,y) € U (fix¢). La fonction g, , est de classe C* sur ]0, +oo[ avec Vt > 0,

of of

oy (t) = 25, (1) tug, ty) (1)

(i) Supposons f a-homogéne. Alors on a aussi : V¢ > 0, ¢'(t) = %(taf(:c,y)) = oafo‘flf(ac7 Y).

En utilisant (1), on a donc

of of

vt > 07 xaix(tx7ty) + y@(tI7ty) = atailf(‘r7y) (2)
D’ou x%(x, y)+ y%(m,y) = af(z,y) en considérant (2) pour t = 1.
€T Yy
. of of .
(i) Supposons que Y(z,y) € U, xa(ay,y) + ya—y(x,y) = af(z,y). Soient (xz,y) € U et t > 0.
En remplagant dans I’égalité précédente le couple (x,y) par le couple (tz,ty) € U, on a :
of
vt > 0, tma (tz,ty) + ya—(tm ty) = af(tz,ty).

En considérant & nouveau la fonction gs,y et (1), I'égalité précédente s’écrit : V¢ > 0, tgh , () = aga,y(t).

La résolution de I’équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par g, sur |0, 4+oo[ donne :
3C e R, Vt > 0, g(t) = Ce* ™™ = O™,

Or C = goy(1) = f(z,y). Dou V(z,y) € U, Vt > 0, f(tz,ty) = t*f(z,y), c’est-a-dire f a-homogene.
2. La fonction g est de classe C? sur |0, 4-co[. D’aprés (1), on a, d’une part, pour tout t > 0 :

of

" d d o
Ayt = o (G n) + v (G anm)
>’f 0% f > f 0% f
:c[ P22 (tm ty)-i—ya g (tx, y)]—f—y[ B ay(t:c, )-‘rya 2(t:c ty)}
_ 29 0 20°f Pr _ Pf eore
= 8 5 (Lo, ty) + 2acy8 (tx,ty) +y 9 (tx, ty) car 920y ~ Oyon (théoréme de Schwarz).

Mais, g étant a-homogeéne, on a d’autre part : g, ,(t) = ; t*f(z,y)) = ala — )" 2 f(z,y).

D’ou l’égalité cherchée ourt—l'mQﬁ(:ﬂ ) + 2z o1 (z,y) + 8Q—f(:tc ) =a(a—1)f(z,y) (= gu (1)
g P =liaos(ny Ygway ) TV G (e y) = ) (=i, (1))

3. On constate que cette fonction est 1-homogene sur U : V(z,y) € U, Vt > 0, f(tz, ty) = tf(x,y).
En dérivant (%) partiellement par rapport & x, on obtient :

o*f
ox2

82 f

V(z,y) €U, x5 920y

(z,y) +y (z,y) =0.

De méme, en dérivant (%) partiellement par rapport a y, on obtient :

o f 0% f _
V(z,y) €U, T (z,y) + yaT/Q(w, y) =0.
Pf .z Pf .y
Donc ¥Y(z,y) € U, m(%y) =7y %(177;) et m(%y) == aT/g(%y)~
. P e xS yof, . Pf, 0
Finalement, V(z,y) € U, (m(éx,y)) =(- g%(w,y)). (- Eafyg(x,y)) = 5.2 @) afyg(x,y)-

Probléme 1. 1. La fonction g est de classe C? sur R? par composition, avec pour tout (r,0) € R? :

g
or

(r,0) = cos@ ﬂ(r cos@,rsinf) + sin 6 g(r cos @, rsinb)

ox Oy

et
g

00

Puis en rédérivant partlellement 52(r,6) par rapport a r et en utilisant le théoréme de Schwarz avec f :

(r,0) = —rsiné g—ﬁ(rcosﬁ,rsine) + rcosf g—;(rcosﬁ,rsine).

829 82 82f 82 82
W(n 0) cos O[cos Hﬁ(r cosf,rsinf) + smé?a p (rcosf,rsinf)] + sin 9[c0598x (rcosf,rsinf) + sin QW(T cos B, rsin )]

oy
82f 82]" 5 a2f
= (cosf)’ @(r cos@,rsinf) + 2 COS@Sine@azay (rcos@,rsinf) + (sin ) 8—3/2(7“ cos B, rsin )
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Dérivons maintenant partlellement 55(r,6) par rapport & 6 en utilisant le théoréme de Schwarz avec f :

gzg (r,0) = —rcos 6%& cos @, rsinf) — rsin O[—r sin 0%(7’ cosf,rsinf) + rcos@ai;fx (rcos@,rsin0)]
—rsin Gg(r cos @, rsinf) + r cos O[—r sin@a(fgy (rcosf,rsinf) + rcos 9%(7” cos 0, rsin 6)]
= —r(cos@%(r cos B, sin @) + sin@%(rcos@, rsin ) 4 r°(sin §)* %(rcoso, rsin @) — 2r° cos@sin@(;jgy (rcos @, rsinf)
+7°(cos §)° 2f ——5(rcosf,rsind)
= —r%(r, 0) + r*(sin ) 2f 5 (rcosf,rsind) — 2r? cos@sin@afgy (rcos 8, rsin @) + r°(cos 0)> 82—j;(r cos B, 7sin0)

Finalement aprés simplifications, sir” € R* et § € R :

2 2 2
%(r, 0) + %%( 0) + %%( 0) = (cos’@ +sin®6) %(rcos@,rsin@)+(cos29+sin2 0)%(r0089,rsin9)
= Af (rcos,rsin®).
2. Comme f est harmonique, on a donc : g ( ,0) + l@( 0) + i@(r 0) = 0.
’ ar? ror' r2902""’
o DA Ties . . e iAo Og g a9, dg
D’ou ’égalité demandée en multipliant 1’égalité précédente par r car 8—(7“ 0)+r— 52 (r,0) = 8r( o ==)(r,0).

3. a. et b. On va démontrer ce qui était admis dans I’énoncé, a savoir que le théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre
permet de prouver que M est de classe C2 sur RY :

Tout d’abord, g existe bien sur Rt x R :
r

dg
or

(r,0) = co&@g(rcosﬂ rsinf) +51n9g(rcost9 rsind) et

+
V(r,0) € RT x R, B By

a. Pour tout 7 € R, 6 +— g(r,0) est continue (et donc) intégrable sur [0, 27],
13}
b. Pour tout 6 € [0, 27], r — a—g(r, 6) est continue sur RT,
r

0 . .
c. Pour tout r € RT, § — a—g(r, 0) est continue (donc continue par morceaux) sur [0, 27],
r

d. Hypothése de domination (locale ici) sur % Soit [a,b] C RT. Comme les fonctions % et % sont continues sur R?) la
fonction (r,80) — %(r, 0) est continue sur RT x R et donc bornée sur {(rcosf,rsinf)/(r,0) € [a,b] x [0, 27]}, partie fermée et
bornée de R? (c’est une « couronne » fermée de R?). Ainsi il existe M € R telle que :

Y(r,0) € [a,b] x [0,2n], |%(

r0) <M
(indépendant de r) et 8 — M est bien intégrable sur [0, 27]

Donc, par le théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre, M est de classe C* sur R et :
1 [* 9g 1

Vr > 0,M'(r) = ol M= GUL A =

2m
/0 (cos 0%(7‘ cos @, rsinf) + sin 0%(7“ cos 0, rsinf)) db.

On montre de méme avec le théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre que M’ est de classe C' sur R, I’hypothése

de domination locale étant satisfaite car (r,0) — g g(r 0), continue sur Rt x R, est bornée sur {(rcos®,rsind)/(r,0) €
[a,b] x [0, 27]}.
27 82
Ainsi, pour tout r > 0, M"(r) = 271_ 2 (7" 0)df et N est de classe C' sur Rt comme produit de deux fonctions de classe
0
C! avec : ) ,
1 T dg 0°g
N/ _ M/ M// _ 7/ og og
() = M)+ o0 (0) = 5 [ (GL0) + 15 0 a0
2
3. b. et c. On rappelle que %(r, 0) + ra—rg(r, 0) = %(r%)(r, ). Soit r > 0. D’aprés 3. a. et 2. :
1 (2™ 9, dg 1 [ 9% 1 .dg 2 1 dg dg
/ _ L _ ___* 99 T _ Y9 _
NG =g [ g0 s =~ [T T 0)d0 = —5 (T = — 5 (Gl 2m) = G (r0) =0

dg of

car pour tout r > 0, 6 — o (r,0) = —rsin Oa—x (rcos@,rsinf) + rcos 0% (rcos@,rsinf) est 2m-périodique.

Donc N est constante sur ]0, +oo[ et donc sur Rt car N est continue sur R*. Donc pour tout r > 0, rM’(r) = N(r) = N(0) = 0.
2



D’ot1, pour tout r > 0, M’(r) = 0. On en déduit que M est constante sur ]0, +-oc[ et donc sur Rt car M est continue sur R*.

1 27 1 27
Finalement, pour tout r > 0, M(r) = M(0), c’est-a-dire o f(rcosf,rsinf)df = o 7(0,0)do = f(0,0).
0 0
Probléme 2. 1. a. et b. Soit n € N*. Posons, pour tout z > 1, un(z) = i(: e*zln(n>). On constate que :
nfL
. . 1 ’ —xzIn(n) ln(n)
i) Chaque fonction u,, est de classe C* sur |1, 4o00[, avec u,(z) = —In(n)e =

i1) La série de fonctions E Uy, converge simplement sur |1, 400 car Va > 1, la série de Riemann d’exposant = converge.
n>1

1it1) La série de fonctions Z u,, converge normalement donc uniformément sur chaque segment [a,b] C]1,+oo[ car la série

n>1
I 1
E llunl. (o) COnverge. En effet, lunll. ap = m{a};l n(f) = n(?) est le terme général d’une série de Bertrand convergente
e B z€la, n n
n>1
1 1
car si  €]1,a[, lim n“ n(n) = lim n(n) = 0 (critére de Riemann en +00).
n—-4oo nae n—+oo NI

Donc la fonction ¢ est de classe C' sur |1, +o0[ par le théoréme de dérivation terme & terme (convergence uniforme et classe C').

2. a., 2. b., 2. c. Soit > 0. La série E vn () est une série alternée convergente par le critére des séries alternées car la suite
n>1

1
(lvn(2)]) = (=) est décroissante, de limite nulle. De plus, on a la majoration des restes suivante :
ne
+oo

e N, [Ru@) = | Y w@)] < [onia (@),
k=n+1

c’est-a-dire :

1
V. 0, |[Rn < — 3
o> 0. 1Re@)| < o 3)
Soit [a, b] un segment quelconque de ]0, +oo[. D’aprés (3), on a donc, pour tous n € N* et = € [a,b], |Rn(z)| < ﬁ
n a

Chaque fonction R, est donc bornée sur [a,b] avec s, := sup |Rn(z)| < 7( 1 La suite de fonctions (R,) converge donc
z€la,b] n
uniformément sur [a, b] vers la fonction nulle car lir_'r_l sn = 0 par le théoréme des gendarmes. En d’autres termes, la série de
n— oo

fonctions Z vy, converge uniformément sur [a,b]. Et comme chaque fonction v, est continue sur ]0,+oo[, S est continue sur
n>1
10, +o0[ par le théoréme de continuité (convergence uniforme et continuité) du chapitre série de fonctions.

n—1

1—t"
3. a. et b. Rappelons que pour tout t # 1 et pour tout n € N*, Z th = ¢ ().
k=0
|
En remarquant que P / x" " dx, par linéarité de l'intégrale, on a :
0
~ (=1F! - k-1 [ ket =~ [ k—1 &= k
S =t [ ta= Y o o= [ o)t
k=1 k=1 0 k=170 0 k=
En utilisant (%) avec t = —z # 1, on obtient :
n k—1 1 n 1 n4+1l_n 1 1 n
-1 1—(— 1 -1 d
=D :/ 1-(=2)" d;t:/ 1+ (D" " da::/ v +(—l)"+1/ T da. ()
=k o 1—(-=x) o 1+z o 1+=z o 1+=z
De plus, pour tout x € [0,1], 0 < 1:: < z". D’aprés le cours sur I'intégrale :
x
1 n 1
1
0< / L dx < / 2" dr = .
o 14+ 0 n+1
1 1 n
Or lim = 0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim dr =0
n—+oon + 1 n—+too Jo 1+
1 1 " 1 " 1 1 "
Comme |(—1)"*" / —— dx| :/ dr, on a aussi lim (—1)"7" / ——dzx =0.
o 1+ o 1+ n—-+o0 o 1+

En faisant tendre n vers +o0o dans ’égalité (*x), on obtient finalement :

+oo k—1 n k-1 1
o =D =~ _ dr  _
S(l)_; k _nﬁrfookzl ) Te o

4. Soit > 1. Soit N € N*. On a, en regroupant les termes d’indices pairs et les termes d’indices impairs :

T T - T - T z  9xr—1 T
n=1 n n=1 n n=1 n p=1 (2p) p=0 (2p+ 1) 2 p=1 p



1 1

Puis, en faisant tendre N vers 400, on obtient : {(z) — S(z) = qu)’ c’est-a-dire S(z) = ¢(x)(1 — Sy

S(x .
= %. Comme S est continue en 1 (cf. 2. c.), S(x) a S(1) =1In(2) (cf. 3. b.).

En outre 1 — =" ~ In(2)(z —1). D ~
n outre e 2 n(2)(z — 1). Donc {(z) e 701

).

5. Soit = > 1. D’aprés 4. ((x)

(quotient d’équivalents).



