Année 2024-2025. Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc Corrigé du DS n° 7 (26 mars 2025)

Exercice 1. 1. a. Le carré d’un réel est un réel positif. Donc
1
vy’ —ay > 5@ +y7) (+)

1 1
car (o +° —ay) = 5 +4°) = 5@+~ 20y) = S (@ —y)’ €R,

— N =

Si (x,y) # (0,0), alors 2% + y* > 0 et la fraction f,(z,y) est bien définie d’aprés (%) car 2 + y® — xy > 0 (donc # 0).
En outre f,(0,0) = a. La fonction f, est bien définie en tout couple de R2.
1. b. i) Pour tout @ € R, f, est continue sur I'ouvert R? \ {(0,0)} comme quotient de deux fonctions continues, dont le

dénominateur ne s’annulle pas sur R? \ {(0,0)}.
4
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13) Utilisons 'inégalité () de 1. a. Pour tout (z,y) # (0,0), 0 < fo(z,y) < o il_ 5 < 2% car y* < y?(2? + ).
Y
Donc  lim  fa(z,y) = 0 par le théoréme de la limite par encadrement car lim 0=0et lim 2y°=0
(=,9)—(0,0) (z,9)—(0,0) (z,9)—(0,0)

Donc f, est continue en (0,0) (et donc sur R? d’aprés 7)) si et seulement si ( %Hn( >fa(as, y) = fa(0,0) = a, c’est-a-dire si et
z,y)— (0,0
seulement si a = 0.

2. a. i) Pour tout h # 0, T TEs 0. Donc e (0,0) = ;1113}) = 0.
f(07h)_f(070)7 8f s f(07h)_f(070)7
Pour tout h # 0, = h. Donc By (0,0) = illli% = 0.
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1) Pour tout (z,y) # (0,0), p (z,y) =y Bx(a:2 . xy) y T —— et aprés simplification du numérateur,

o ) =

4229 + 2¢° — 3zyt
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2. b. i) Les deux dérivées partielles premiéres sont continues en tout couple (z,y) # (0,0) (quotient de fonctions continues sur
R?\ {(0,0)}, le dénominateur étant non nul).

Rappel. Pour tout (x,y) € R?, |z| < /22 + 92 et |y| < /22 + y2 (comparer les carrés).

11) La fonction of est continue en (0,0) car d’aprés (*) et le rappel, pour tout (z,y) # (0,0),

Ox
of 4 |y — 2z
0< | == <4y " —Z—— - <A4ly—2
<lgp@ul<dy @t g)? S ly — 2z
donc m g(:}:, )=0= g(O, 0) par le théoréme de la limite par encadrement car ~ lim 4|y — 2z| = 0.
(x.9)—(0,0) O Ox (@.9)—(0,0)

of

De méme la fonction B0 est continue en (0, 0) car, pour tout (z,y) # (0, 0),
Y

aof 42 yl® + 2[y)® + 3|zly*
0< 5, @yl <4 Erry V" <36 /a2

im ﬂ
(z,y)—(0,0) Oy

Ainsi f est de classe C' sur R?.

donc (0,0) par le théoréme de la limite par encadrement.
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