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Exercice 19. 1. Préliminaire. Soit a ∈ R. On note : a+ = max(a, 0) et a− = max(−a, 0).
Vérifier que |a| = a+ + a− et a = a+ − a−.

2. Soient f une fonction continue sur [0, 1], à valeurs dans R, et (fn)n∈N une suite de fonctions continues sur [0, 1], à valeurs

dans R+, telles que la suite de fonctions (fn)n∈N converge simplement sur [0, 1] vers f et lim
n→+∞

Z 1

0

fn(x) dx =

Z 1

0

f(x) dx.

2. a. Justifier que (f −fn)+ ∈ C0([0, 1], R+) et déterminer lim
n→+∞

Z 1

0

(f(x)−fn(x))+ dx en utilisant le théorème de convergence

dominée.

2. b. Montrer que lim
n→+∞

Z 1

0

|f(x)− fn(x)| dx = 0.

3. Soient f une fonction continue sur [0, 1], à valeurs dans R, et (fn)n∈N une suite de fonctions continues sur [0, 1], à valeurs

dans R, telles que la suite de fonctions (fn)n∈N converge simplement sur [0, 1] vers f et lim
n→+∞

Z 1

0

|fn(x)| dx =

Z 1

0

|f(x)| dx.

3. a. Utiliser 2. pour déterminer lim
n→+∞

Z 1

0

˛̨
|f(x)| − |fn(x)|

˛̨
dx.

3. b. Déterminer lim
n→+∞

Z 1

0

`
|fn(x)− f(x)| −

˛̨
|fn(x)| − |f(x)|

˛̨´
dx en utilisant le théorème de convergence dominée.

3. c. Conclure que lim
n→+∞

Z 1

0

|f(x)− fn(x)| dx = 0.

Exercice 20. Soit E un espace euclidien de dimension n ≥ 2 et e1, · · · , en des vecteurs de E tels que

∀x ∈ E, ‖x‖2 =

nX
k=1

〈x, ek 〉2.

1. Déterminer (Vect(e1, · · · , en))⊥. En déduire que (e1, · · · , en) est une base de E.
2. Montrer que ∀p ∈ [[1, n]], ‖ep‖ ≤ 1.
3. Montrer que ∀p ∈ [[1, n]], ‖ep‖ ≥ 1.
Indication : Soit x un vecteur non nul appartenant à (Vect(e2, · · · , en))⊥. Considérer ‖x‖2 et en déduire que ‖e1‖ ≥ 1.
4. Montrer que (e1, · · · , en) est une base orthonormée de E.

Exercice 21. Soit a ∈ R. Soient u = (a, 1, 1), v = (1, a, 1) et w = (1, 1, a). Déterminer suivant la valeur de a le rang de la
famille (u, v, w) de R3.

Exercice 22. Soit (an)n∈N une suite de complexes telle que le rayon de convergence de la série entière
X
n≥0

anzn est égal à +∞.

On note, pour tout z ∈ C, f(z) =

+∞X
n=0

anzn, et, pour tous r > 0 et t ∈ R, fr(t) = f(reit).

1. Soit r > 0. Prouver que fr est une fonction continue de R dans C, 2π-périodique.

2. Soient r > 0 et p ∈ N. Démontrer que
1

2π

Z 2π

0

fr(t)e
−ipt dt = aprp.

3. On suppose que f est bornée sur C, c’est-à-dire qu’il existe C ∈ R+ telle que ∀z ∈ C, |f(z)| ≤ C.

3. a. Montrer que ∀r > 0, ∀p ∈ N, |ap| ≤
C

rp
.

3. b. En déduire que ∀z ∈ C, f(z) = a0, autrement dit que f est constante.

Exercice 23. Soit f ∈ C2([0, 1], R) telle que f(0) = f(1) = 0. Prouver que (

Z 1

0

f ′(x)2 dx)2 ≤
Z 1

0

f(x)2 dx ·
Z 1

0

f ′′(x)2 dx.

Exercice 24. Soit f une application de R dans R, périodique et croissante. Montrer que f est constante.

Exercice 25. Soit n ∈ N∗ et (A, B) ∈Mn(C)2.
1. Soit k ∈ N∗. Montrer que (A + B)k est une somme de 2k produits C1 · · ·Ck où, pour tout i ∈ [[1, k]], Ci ∈ {A, B}.
2. On suppose que AB = On. Montrer que pour tout k ∈ N∗, tr((A + B)k) = tr(Ak) + tr(Bk).

Exercice 26. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Soient E0, E1, · · · , En des K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soient f1 ∈ L(E0, E1), f2 ∈ L(E1, E2), · · · , fn ∈ L(En−1, En) tels que :
• f1 est injectif, fn est surjectif et pour tout i ∈ [[1, n− 1]], Im fi = Ker fi+1.

Démontrer que
nX

k=0

(−1)k dim Ek = 0. Indication : utiliser la formule du rang.

Exercice 27. Soient C > 0 et f : R → R C-lipschitzienne sur R. Pour n ∈ N∗, on considère la fonction fn définie sur R par :

∀x ∈ R, fn(x) = n

Z x+ 1
n

x

f(t) dt.

Prouver que la suite de fonctions (fn)n∈N∗ converge uniformément vers f sur R.
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