Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. Préparation aux oraux de mathématiques 2025.
Exercice 37. Soit f € C°([0,1],R™) telle que Vx € [0,1], f(z)f(1 —z) = 1.
1
Démontrer que / f(x)dz > 1. Indication : utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Exercice 38. Soit n € N*. Soient B,, et C,, deux variables aléatoires suivant chacune la loi uniforme sur {1,--- ,n}.
On note E,, 'événement : « le polynéme X 2 4+ B, X + C,, admet deux racines réelles ».
1. Montrer que lim P(B2 < 4n) = 0.
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2. En déduire que lirf P(E,) =1.

a
Exercice 39. Soit a € R. Pour tout n € N*, on pose : A,, = (; ’1’>

1. Justifier que la matrice A, est diagonalisable dans M3 (R) et diagonaliser A,.
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2. Calculer L = hIJ'I_l (a ’f) . On exprimera les coefficients de L a l’aide des fonctions ch et sh.
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Exercice 40. On considére la suite (u,) définie par : uo €]0, [ et pour tout n € N, un41 = sin(un).

1. Montrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
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2. Calculer lim " . En déduire la nature de la série de terme général u®.
n

“Foo ud

3. Montrer que la série de terme général u2 diverge. Indication : considérer In(tuni1) — In(uy,).
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Exercice 41. Soit f € C°([1, +oo[,R) telle que / f(t)? dt converge. Pour tout = > 1, on pose : g(x) = —/ f @) dt.
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1. Soit £ > 0. Justifier I'existence d’un réel zo > 1 tel que / f@)?dt < EZ
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En déduire que Vz > xo, |g(z)] < %|/1 f(t)dt| + %

2. Prouver finalement que liT g(z) = 0.

Exercice 42. Soit M € M, (R) telle que M? = —I,.

1. Justifier que n est pair.

2. [Cours] Justifier que le spectre complexe de M n’est pas vide.

Justifier que si A € Spg (M), alors X € Spe(M), et A et A ont le méme ordre de multiplicité.
3. Calculer tr(M) et det(M).

4. Donner un exemple d’une telle matrice M sin =2 et si n = 4.

Exercice 43. Déterminer toutes les applications f de classe C' sur R? a valeurs dans R telle que :

Y(z,y) € R?, %(x,y) - wy%(fv,y) =0.
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Indication : On posera : (u,v) = (z,ye’= ).
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Exercice 44. Montrer que S,, = Z — ~ C4/nou C est une constante & déterminer, de deux facons :
[aven ity \/E n—-+4oo

a) en encadrant S, avec deux intégrales, b) en faisant intervenir une somme de Riemann.
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Exercice 45. Soient I = /0 In(z)In(l —z)dz et S = ,;1 a1 Vérifier lexistence de I et S et prouver que I = S.
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Exercice 46. Soit f € C'(][0,1],R) telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Prouver que / If/(t) — f(t)|dt > e .
0

Indication : considérer g(t) = f(t)e™".

Exercice 47. Soit P € R[X] unitaire de degré n € N*.

Montrer que P est scindé dans R[X] si et seulement si Vz € C, [Im z|" < |P(z)].
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Exercice 48. Soient a, b, c les racines de P(X) = X® — X — 1. Calculer 1 +Z +3 s 1 m Z

Exercice 49. 1. Soit a = e%. Simplifier a + a® 4+ a® + a” + a°.
2. En déduire la valeur de cos T + cos 3m + cos o + cos m + cos om
. Vi — — — — —.
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i - Indication : poser t = tanx.

Exercice 50. Soit a > 0. Calculer I = /2 P
o l-+asin“z



