Mécanique

V2| Dynamique dans des référentiels non
galiléens
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Questions de cours

* Cas d’un référentiel en translation par rapport & un référentiel galiléen : démontrer le
principe fondamental de la dynamique. Présenter la force d’inertie d’entrainement. Exem-
ple.

* Cas d’un référentiel en rotation uniforme autour d’un axe fixe d’un référentiel galiléen :
forces d’inertie. Présenter le principe fondamental de la dynamique et le théoréme du
moment cinétique. Exemple.

* Cas d’un référentiel en rotation uniforme autour d’'un axe fixe d’un référentiel galiléen :
présenter le théoréeme de 1’énergie cinétique, en explicitant les travaux des forces d’inertie.
Exemple.
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Prise de notes : Reprenons ’exemple de 'intro du chapitre M1 : un passager se trouve
dans un bus qui freine, et se sent attiré vers I’avant. Si on veut comprendre le ressenti du
passager, il faut que I’on décrive le mouvement dans le référentiel R’ du bus. Probléme :
* ce référentiel n’est pas galiléen... Avec les outils de sup’, on peut uniquement appliquer
le PFD dans le réf terrestre R galiléen, et donc on fait intervenir ma (M) /R
Mais, on sait désormais faire une chose : relier @ (M), et @ (M), (cf. chapitre M1)
! On va donc pouvoir ré-écrire le PFD et les autres lois de la dynamique en faisant
directement intervenir les grandeurs cinématiques de R’ !

Ce chapitre a trois objectifs principaux :

1. Choisir les forces a considérer selon le référentiel choisi et selon qu’on étudie un mouvement
ou une position d’équilibre.

2. Déterminer I'expression des forces d’inertie sur des exemples concrets.

3. Choisir le théoréme de la dynamique le plus efficace & appliquer dans un probléme donné.

Dans tout ce chapitre, on se place dans le cadre de la mécanique du point.

I Comment choisir un référentiel galiléen ?

On définit un référentiel galiléen grace a la 1ére loi de Newton (= le principe d’inertie) :

Principe d’inertie (1687) = définition d’un référentiel galiléen

Il existe une famille de référentiels, appelés référentiels galiléens, tels que le mouvement de
tout point matériel isolé est rectiligne uniforme.

Remarque : On appelle aussi parfois les référentiels galiléens des référentiels inertiels.

Toutes les lois de la mécanique que vous avez vues en sup’ s’appliquent dans des référentiels
galiléens. Il est donc fondamental d’expliciter des exemples de référentiels galiléens.

Tout d’abord, si I'on trouve ne serait-ce qu'un seul référentiel galiléen, on les connaitra tous. En
effet, considérons un point matériel M isolé dans un référentiel R galiléen. Le principe d’inertie
impose alors que le vecteur vitesse par rapport a R est constant : ¥(M) /R = cste = 5.
Considérons alors un second référentiel R’ en mouvement par rapport a R. Grace a la loi de
composition des vitesses, on obtient :

5>(]\4)/73' = U(M)/R - @(Mat) = 170) - ’Ue)(Mut)

Le seul moyen que R’ soit galiléen est alors que vo(M,t) = cgé, et ceci quelque soit le point
matériel M considéré. Nécessairement, le référentiel R’ est en translation rectiligne uniforme par
rapport a R. La réciproque étant vraie, on peut affirmer :

Famille de référentiels galiléens

Soit R un référentiel galiléen. Les référentiels galiléens sont alors les référentiels en transla-
tion rectiligne uniforme par rapport a R.

Il ne reste alors plus qu’a expliciter un référentiel galiléen... Vu la définition, la seule vérifica-
tion possible du caractére galiléen d’un référentiel est une vérification expérimentale. A I’heure
actuelle, on n’a jamais mis en évidence un seul référentiel rigoureusement galiléen.

Si I'on ne souhaite prendre en compte que les effets liés au systéme solaire, le référentiel de
Copernic est la meilleure approximation possible d’un référentiel galiléen. Dans cette partie,
supposons donc que le référentiel de Copernic R soit galiléen.
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Dans quelle condition peut-on considérer que le référentiel géocentrique R’ est galiléen avec une
approximation satisfaisante 7

Le référentiel géocentrique R’ pourra étre considéré galiléen si on peut approximer le
mouvement de R’ par un MRU par rapport au référentiel de Copernic galiléen.
Schéma avec la translation elliptique + Sur le schéma, on a associé un repére cartésien
a chacun des référentiels R et R'.

* (Si on zoome sur la trajectoire, et qu’on regarde qu’'une petite portion : oui, on a
I'impression que R’ est en MRU par rapport a R.)
En premiére approximation, si la durée de I’expérience & décrire est bien plus petite que
la période de révolution de R’ autour de R, alors on pourra considérer le référentiel R’
comme galiléen.

La condition est similaire concernant le référentiel terrestre.

Exemples de situations concrétes :

Référentiel consid- | Terrestre Géocentrique Copernic
éré galiléen avec
une approximation
satisfaisante

Condition sur
la durée At de
I’expérience

IT Principe fondamental de la dynamique (PFD) dans un
référentiel non galiléen

» Référentiel R galiléen
 Reéférentiel R’ en translation par rapport a R

* Systéme : {Point matériel M} de masse m
On Con51dere que le systéme est soumis & un ensemble de forces Fk, avec k allant de 1

aN.
On applique le PFD dans le référentiel R galiléen :

N
mE’(M)/R = Z Fk
* k=1
On fait apparaitre @ (M),  en utilisant la loi de composition des accélérations :

a(M)r =d(M)g +al(t)

Ainsi, le PFD s’écrit :

N
Mym = Y-
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— PFD dans un référentiel R’ en translation par rapport a R galiléen

N
—
M)r = Z + fie
g — N N . 5e .
avec f;e = —mac(t), un terme homogeéne a une force, appelé force d’inertie

d’entrainement

Caractéristique de la force d’inertie d’entrainement : La force d’inertie d’entrainement
est opposée a 'accélération d’entrainement.
On peut donc enfin expliquer le ressenti du passager dans le bus qui freine !

» Référentiel R terrestre galiléen
» Reéférentiel R’ lié au bus, en translation par rapport a R
* Systéme : {Passager M de masse m}

* 6 a et fi
Schéma avec le bus, son a, et fi.

La démonstration est similaire.

» Référentiel R galiléen
« Référentiel R’ en rotation uniforme autour de 'axe fixe A du référentiel R
+ Systéme : {Point matériel M} de masse m

On considére que le systéme est soumis & un ensemble de forces FZ , avec k allant de 1 a .

On applique le PFD dans le référentiel R galiléen :

N—>
=ZFk

k=1

On fait apparaitre @ (M) yr en utilisant la loi de composition des accélérations :

@(M)g = @(M)g: + ac(M) + ag(M)

Ainsi, le PFD s’écrit :

N
M) = Y F — maz(M) — maz(M)
k=1

= PFD dans un référentiel R’ en rotation uniforme autour d’un axe fixe de R galiléen

On note le vecteur rotation de R’ par rapport a R : ﬁR’/R: avec () = HGRI/RH = cste. Le
PFD dans R’ s’écrit :

N
— —
/'R’ZZ k+fie+fic
k=1
avec :
e fie = —mag(M) = mQ?HM, un terme homogéne & une force, appelé force
* d’inertie d’entrainement. Le point H est le projeté orthogonal de M sur l'axe
A.
=5 N — — N N
¢ fie = —mac(M) = —2mQg g A U(M);g/, un terme homogéne a une force,
appelé force d’inertie de Coriolis.
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Pour mettre en lumiére les caractéristiques des deux forces d’inertie, illustrons les avec la situation
de I'enfant qui lance un ballon en étant sur un maneége.

Caractéristique de la force d’inertie d’entrainement :

Schéma (I'enfant doit étre plus grand que le plateau et vient juste de lancer le ballon)
en ne représentant que axe A, H et JZ

La force d’inertie d’entrainement est dirigée de 1’axe de rotation vers le systéme, on dit
qu’elle est axifuge. C’est cette force d’inertie qu’on désigne sous le terme "familier" de
force centrifuge !

Elle évolue de maniére quadratique avec la vitesse de rotation.

Caractéristique de la force d’inertie de Coriolis :

A\

Schéma (I’enfant doit étre plus grand que le plateau et vient juste de lancer le ballon)
en ne représentant que ’axe ﬁ, T)’(M)/R/ et ]?;

La force d’inertie de Coriolis dépend de la vitesse du systéme dans le référentiel R’ et
est orthogonale a cette vitesse. On lui associe donc l'effet de "dévier" la trajectoire d’un
systeme. N

Si le systéme est a I’équilibre dans R’, alors ¥'(M),z/ = 0 et donc Jic = 0.

Du point de vue pratique, voici quelques erreurs classiques a éviter lors de 'utilisation
du PFD :

* Mauvaise analyse du mouvement de R’ par rapport a R.

e Erreur dans les signes.

* Mauvais positionnement de H dans le cas de la rotation. |

* Mauvais choix de la vitesse ou oubli du facteur 2 dans f;..

Qu’est-ce qu’une vraie force ?

*

Prise de notes : Une force est la modélisation d’une interaction entre deux corps.
A la fin du collége et au début du lycée, vous avez introduit ces forces via le diagramme
objet-interaction (DOI), qui avait justement pour objectif d’expliciter les interactions
et donc les forces & considérer dans un probléme donné.

Quand faut-il prendre en compte des forces inertielles dans un probléme 7

*

Prise de notes : La démonstration fait clairement apparaitre que les forces inertielles
ne sont pas liées a des interactions, mais juste & un changement de référentiel. Donc,
non, les forces d’inertie ne sont pas des vraies forces (on les appelle parfois des
pseudo-forces). On ne les considére que quand on travaille dans un référentiel
non galiléen.

Un pendule simple de longueur £ et de masse m est suspendu en un point A. Ce point d’accroche
A est relié a un systéme le faisant osciller autour du point fixe O dans le référentiel terrestre, de
telle sorte que OA = b sin(wt)e,. On repére la position du pendule par I'angle 0(t) qu’il fait avec
la verticale passant par A.

Déterminer 1’équation différentielle régissant 1’évolution de 6(t).

*

Voir feuille scannée

Un anneau M de masse m est mobile sans frottements sur un cerceau (C'), de centre O et de rayon
b. Le cerceau (C) est mis en rotation a la vitesse angulaire constante w autour d’un diamétre
vertical du cerceau.
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Déterminer I’équation différentielle régissant la position de 'anneau.

* Voir feuille scannée

IIT Théoréme du moment cinétique (TMC) dans un référen-
tiel non galiléen

» Référentiel R galiléen
» Référentiel R’ en translation par rapport a R
* Systéme : {Point matériel M} de masse m

On considére que le systéme est soumis a un ensemble de (vraies) forces P_”;: , avec k allant de 1 &

N.
Soit O’ un point fixe de R'.
Dans le référentiel R’, le moment cinétique de M en O’ s’exprime (on se pose, on étudie
un pt matériel et non un solide, d’ott le choix de la formule ci-aprés) : Lo/ (M) =
O'M A~ mV(M)g:. Pour trouver le TMC exprimé dans le référentiel R’, il suffit de
dériver ce moment cinétique dans le référentiel R’ :
dLo (M) s A0'M N — AT (M)
dlo(M)/r | _ AT () o+ 00 A (LD
dt dt dt /
* R R &4 /w
|- N
=T (M) 5/ =a(M)/rs
N o
=O/M/\ (Z k+fie>
k=1
N R N
= ZO,MA e +O'M A fie
k=1

— TMC dans un référentiel R’ en translation par rapport & R galiléen

AL o (M) zs N L
(Odtm> - > Mo () + Mo (Fio)

avec :
* O’ un point ﬁ)ﬂg R
. fJ(M)/R, = O'M Am7U(M)z: le moment cinétique en O" du point matériel
% M dans le référentiel R’
. Mo/(Fk) O’M A Fk le moment de chaque force F, par rapport a O’
. /\_/io/( fie) = O’ M A fze le moment de la force d’inertie d’entrainement par
rapport a O’

Interprétation : L’interprétation du moment de la force d’inertie d’entrainement est identique
a celle de n’importe quel moment de force :

* La direction du moment de la force au point O’ indique ’axe passant par O’ autour duquel
la force a tendance & faire tourner le systéme. Le sens du moment indique le sens de rotation
avec la régle de la main droite.

* La norme du moment de la force indique la capacité de cette force a faire tourner le systéme
autour de ’axe précédent.
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La démonstration est similaire.

» Référentiel R galiléen
» Référentiel R’ en rotation uniforme autour de l’axe fixe A du référentiel R
* Systéme : {Point matériel M} de masse m

On considére que le systéme est soumis & un ensemble de (vraies) forces I*T)'k , avec k allant de 1 &
N.

Soit O’ un point fixe de R’.

>

Dans le référentiel R’, le moment cinétique de M en O’ s’exprime : Lo (M) = O'M
mv(M),z/. On dérive ce moment cinétique dans le référentiel R :

dt dt dt
—_— D c—
=T (M), =a(M)r
=0 +0'M A (m@ (M)
— N —
:O/M/\ (ZF fze+fic>
k=1
N —_— — —_—> —> - —
:ZO'M/\ e+ O'M A fie + O'M A fi

— TMC dans un référentiel R’ en rotation uniforme autour d’un axe fixe de R galiléen

d

> N
(W) = 3, Mon(F) + Mo (7)) + Mor(72)
.

« O’ un point ﬁ)ﬂg R

« Lo/(M (M)g: = O'M Am7V (M) g le moment cinétique en O’ du point matériel
M dans le référentiel R’

Y . Mo/(Fk) O'M A Fk le moment de chaque force Fk par rapport a O’

. Mof( fie) O'M A fze le moment de la force d’inertie d’entrainement par
rapport a O’_> .

- Mo (ﬁ;) = O'M A f;c le moment de la force d’inertie de Coriolis par rapport
a0

Interprétation : L’interprétation est identique & précédemment.
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>

‘) d ‘*\ => >* * Systéme : {Point matériel M}
t°>\ k?i - * Reéférentiel R terrestre galiléen
< iy} T: » Référentiel R’, lié au point A, en transla-

3

! tion par rapport & R
S S22 \P PP rha , o
3 . * Repére associé a R’ : cylindrique
S (Aser,eq.ey)

l&

¥
~ -
‘A (74
5
* Voir feuille scannée. Dire "prbl plan, donc bras de levier utilisable".

IV  Théorémes énergétiques dans un référentiel non galiléen

* Référentiel R galiléen
» Référentiel R’ en translation par rapport a R
* Systéme : {Point matériel M} de masse m

On considére que le systéme est soumis a un ensemble de (vraies) forces ?‘k , avec k allant de 1 &

N.

i) Théorémes de la puissance cinétique (TPC) et de 1’énergie cinétique (TEC)

On détermine le théoréme de la puissance cinétique en dérivant ’énergie cinétique ex-
primée dans R’ :

— TPC/TEC dans un référentiel R’ en translation par rapport a R galiléen

Le théoréme de la puissance cinétique s’écrit :

dE.(M) R/

N
& = Y P(F)r + P(fie)me

k=1

avec :
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1 N s
* E.(M)/r =im [T (M) 2 Iénergie cinétique dans R’

* . P(Z?;:)/R, = F}, - ¥(M) g la puissance de la force Fy, dans R’
* P(fie)/r' = fie - U(M);%/ la puissance de la force d’inertie d’entrainement
dans R’

Le théoréme de I’énergie cinétique s’écrit :

N
AF(M) = 3 Wi () + Wers (B
k=1
avec :

* AE.(M)r: la variation de I'énergie cinétique dans R’ entre l'instant initial
et l’inst_apt final R R
s Wisy(Fr)r = Szf Ey, -dO’ M le travail de la force Fj, entre I'instant initial et
* I'instant final dans R'. Le vecteur dO’M est le vecteur déplacement élémen-
taire dans R N
s Winy(fie)rr = Szf fie - dO'M le travail de la force d’inertie d’entrainement
dans R’

Interprétation : L’interprétation du travail de la force d’inertie d’entrainement est la méme
que celle de n’importe quelle force :

* Si le travail est positif, alors la force participe & augmenter la norme de la vitesse du systéme
(et donc son énergie cinétique) : on dit que la force est motrice.

* Si le travail est négatif, alors la force participe & diminuer la norme de la vitesse du systéme
: on dit que la force est résistante.

* Si le travail est nul, la force ne modifie pas la norme de la vitesse du systéme : on dit que
la force ne travaille pas.

ii) La force d’inertie d’entrainement est-elle conservative ?

* Dans le cas général, la force d’inertie d’entrainement n’est pas conservative.
Dans certains cas bien particuliers, la force d’inertie d’entrainement est conservative et on peut

alors définir une énergie potentielle d’inertie d’entrainement. C’est notamment le cas dans
I’exemple suivant.

Exemple : R’ en translation uniformément accélérée par rapport 4 R galiléen

Si le référentiel R’ est en translation uniformément accélérée par rapport a R, cela implique
que 'accélération d’entrainement est constante : a, = cste.

Montrons que la force d’inertie d’entrainement est, dans ce cas, conservative. Pour
cela, on cherche s'il existe une fonction Ej, ;. telle que, dans R’ :

ABpie = —6W (fio)

= —fu-dO'M
* = +ma, -dO'M

:d<ch£~O/—]\/[))

Remarque : Mathématiquement, les opérations sur les différentielles s’effectuent comme
des opérations sur les dérivées. En particulier : Me x f(x)) = cste x df

Donc, toute fonction du type E, ;e = mae - O'M + cste convient. La force d’inertie
d’entrainement est conservative dans ce cas particulier.

iii) Théorémes de la puissance mécanique (TPM) et de 1’énergie mécanique (TEM)
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2 situations :

— >
* 1. f_L2 n’est pas conservative : elle intervient dans les forces non conservatives Fi,.
2. fie est conservative : elle intervient dans l’énergie mécanique (via son énergie
potentielle)

— TPM/TEM dans un référentiel R’ en translation par rapport a R galiléen
Le théoréme de la puissance mécanique s’écrit :

ZP nc /'R’

dE /R/

avec :
* P'énergie mécanique dans R' E,,(M)g = E.(M),r: + > E,(M)g/, con-

* tenant la somme de toutes les énergies potentielles
* P(Fy.)/r lapuissance de chacune des forces non conservatives qui travaillent

Le théoréme de I’énergie mécanique s’écrit :

AEn (M) = 3 Wins s (Fad)
avec :
* la variation de I’énergie mécanique dans R’ E,,(M)r = E.(M)r +
* Z Ep(]w_)é’lz’
s Wi p(Fue) IR/ le travail de chacune des forces non conservatives qui travail-
lent

i) Théorémes de la puissance cinétique (TPC) et de 1’énergie cinétique (TEC)

La démonstration est similaire (on ne la refait pas ici).
Cas particulier de la force d’inertie de Coriolis :
La puissance de la force d’inertie de Coriolis dans le référentiel R’ est :

* P(fic)jrr = Fie - T(M) e = (~2mSmyym A T(M)mr) - T(M) e = 0

Ainsi, la force de Coriolis ne travaille jamais.
Remarque : Le travail associé est donc nul : Wi ¢(fic)/r = Sf P(fic)rrdt = 0.

Ainsi, la force d’inertie de Coriolis n’apparaitra jamais dans les théorémes en puissance et dans
les théoréemes énergétiques.

— TPC/TEC dans R’ en rotation uniforme autour d’un axe fixe de R galiléen

Le théoréme de la puissance cinétique s’écrit :

dE .
dE(M) Z (Fr) IR J’_P(fze)/'R’

Le théoréme de ’énergie cinétique s’écrit :

N

AE, /’R/ = Z i—f Fk /R + Wz%f(fze)/’/@’
k=1
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Interprétation : Concernant la force d’inertie d’entrainement, l'interprétation est identique a
précédemment.

ii) La force d’inertie d’entrainement est-elle conservative ?

On cherche s’il existe une fonction E, ;. telle que :
dBpie = —6W (fio) s = —mQP*HM - dO'M

On choisit le systéme de coordonnées cylindriques (O',e,,é4,¢,), car la force d’inertie
* d’entrainement est axifuge. On a alors : HM = ré,. (Schéma conseill¢)
Donc :

1
dE, ;e = —mQ?rdr < E, ;. = —§mQ2r2 + cste

Ainsi, la force d’inertie d’entrainement est conservative dans ce cas et ’énergie poten-

1
tielle d’inertie d’entrainement est £, ;o = fiszHM2 + cste.

iii) Théorémes de la puissance mécanique (TPM) et de 1’énergie mécanique (TEM)

— TPM/TEM dans R’ en rotation uniforme autour d’un axe fixe de R galiléen =

Le théoréme de la puissance mécanique s’écrit :

2 P nc /R’

dE /R/

Le théoréme de I’énergie mécanique s’écrit :

AEn,(M)rr = > Wi f(F, Fro)rr

& :{-. * Systéme : {Anneau M}

» Référentiel R terrestre galiléen

 Reéférentiel R/, lié au cerceau, en rotation
uniforme autour de l'axe (Oz) fixe dans R

* Repére associé a R’ : cylindrique

as
(0.8, ¢1)

Voir feuille scannée : partie ED seulement
* Conclusion : lorsque le mouvement est conservatif & un seul paramétre (ici : 6), la
méthode énergétique est trés souvent la plus efficace.

V Etude des positions d’équilibre dans un référentiel non
galiléen

Pour cette derniére partie, on s’appuie exclusivement sur ’exercice d’application de I'anneau sur
un cerceau en rotation.
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& :{)" * Systéme : {Anneau M}
. » Référentiel R terrestre galiléen
 Référentiel R’, lié au cerceau, en rotation
03{ uniforme autour de I'axe (Oz) fixe dans R
s * Repére associé a R’ :  cylindrique
o . 77 © ( 767"’69763:)

On cherche la(les) position(s) d’équilibre du systéme dans le référentiel R’, ainsi que leur stabilité.
On parle d’équilibre relatif du systéme, car le systéme n’est & 1’équilibre que dans le référentiel
R’. Dans le référentiel R, le systéme est en mouvement.

Il existe deux méthodes pour étudier les positions d’équilibre d’un systéme.

i) Positions d’équilibre

* A A Péquilibre, EC) =0!

Voir feuille scannée. Graphe de la bifurcation avec toutes les positions d’équilibre.

ii) Stabilité de la position d’équilibre 6., = 0

Voir feuille scannée. Faire une pause pour réfléchir qualitativement a la stabilité de
I’équilibre une fois qu’on a posé 6 = .
Aprés 'ED :
* Si g —w? >0, i.e. siw<w,., alors 'ED est de la forme & +w2e = 0 : on reconnait
l’équation d’un OH, dont la solution est de la forme (t) = A cos(wot)+ B sin(wpt).
La position d’équilibre est stable.
« Si %wa <0, i.e. siw > w,, alors 'ED est de la forme £ —we = 0 : la solution est

de la forme e(t) = A e“°' + B e=“0" — 400. La position d’équilibre est instable.

i) Positions d’équilibre

On cherche les extrema locaux de 'Ep. Le mouvement étant & un paramétre 6, on
Ey

0 = 0. Voir feuille scannée.

cherche 6 tel que

ii) Stabilité des positions d’équilibre

2

d°E
* Calculer q 92;; , évaluer en les différentes positions d’équilibre et conclure.
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Exercices

Dans les corrigés des exercices, je détaille la démarche de réflexion sur le choix du théoréme
* de la dynamique le plus approprié. Ceci n’est pas a écrire sur une copie, c’est juste pour
vous aider dans votre apprentissage.

Ex. 1 Anneau sur une tige en rotation

Un anneau, assimilé & un point matériel M de masse m, est enfilé sur une tige (A) sur laquelle
il peut glisser sans frottement. La tige d’extrémité O fait un angle 6 constant avec ’axe (Oz)
et est animée d’un mouvement de rotation uniforme a la vitesse angulaire w autour de (Oz).
On pose OM = z'.

1. En étudiant les forces, déterminer pour quelle valeur 2/, de 2’ Panneau est en équilibre
par rapport a la tige. Prévoir qualitativement, toujours par 1’étude des forces, si cette
position d’équilibre est stable ou instable.

Retrouver les résultats précédents avec une étude énergétique.

3. On abandonne 'anneau avec une vitesse initiale nulle par rapport a la tige, en une
position M, définie par OMy = zf (avec z( # xz,). Etablir '’équation différentielle
définissant le mouvement de M le long de la tige. La résoudre et en déduire ' = f(¢).
Dans quel sens se produit le mouvement relatif de M si z(, > =/, si 2y < af, ?

N

4. Déterminer a chaque instant les composantes de la réaction exercée par la tige sur 'anneau, en fonction de
', ', w et 0. Commenter l'effet de la force de Coriolis.

Correction de l’exercice 1

*+ Systéme : {AnneaulM'}

» Référentiel R terrestre galiléen

* Référentiel R’ de la tige en rotation uniforme autour
de l'axe (Oz) fixe dans R

* Repére associé & R’ : cartésien (0,e,,¢,.€;)

1. A D’équilibre dans R’ :
6) = 175 + ]_% + ?ie

avec I la réaction du support qui s’applique selon €, et €;’. En projection sur €, :
0 = —mg cos(#) + 0 + mw?HM sin(0) avec HM = z/, sin(6)

Ainsi
, g eos(d)
Te =S5
w? sin?(#)

On peut vérifier qualitativement que z/ diminue si w augmente (cohérent), et que x, augmente si § diminue
(cohérent).

Pour conclure sur la stabilité de ’équilibre via une étude des forces, on perturbe légérement le systéme alors
qu’il est dans sa position d’équilibre. Prenons par exemple ' > x.. Dans ce cas, la norme de f;. augmente
et donc la résultante des forces est dirigée selon +ée,’ : le systéme continue de s’écarter de z,. On conclut
que la position d’équilibre est instable. (On aboutit & la méme conclusion si on perturbe le systéme en faisant
' <axl.)
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2. Toutes les forces qui travaillent sont conservatives : le mouvement du systéme est conservatif. On détermine
I’énergie potentielle :

1
E,(2") = mga’ cos(6) — imwz(x’ sin(6))?
La position d’équilibre correspond & un extremum de 1’énergie potentielle :

E' 3
(ilx’ =0 = myg cos(#) — mw? sin*(0)x, = 2/ = m

Pour conclure sur la stabilité de ’équilibre via une étude énergétique, on cherche si 'extremum de I'énergie
potentielle est un maximum ou un minimum. Ici, ’énergie potentielle est une fonction parabolique avec un
coefficient négatif devant le terme en z'2, donc la parabole a ses branches orientées vers le bas : il s’agit d’un
maximum d’énergie potentielle. Donc, la position d’équilibre est instable.

3. On peut par exemple déterminer I’ equatlon du mouvement via un PFD dans R’. La force d’inertie de Coriolis
f ic = —2mwe, A 'e;’ est orthogonale & e,’. Pour éliminer la réaction du support, on projette le PFD sur
er

mi’ = —mg cos(#) + mw?a’ sin?(0) = &' — (w sin())?z’ = —g cos(h)

On vérifie que cette équation différentielle est linéaire, d’ordre 2, instable et avec second membre.
. . , . e, g cos(6) ,
La solution générale est : 2'(t) = x, + x5 (t) avec une solution particuliére étant z, = 272(9) = 2. Pour
w? sin
la solution homogéne, I’équation caractéristique est r2 — (w sin(#))? = 0. On peut alors écrire, de maniére
équivalente, la solution homogéne sous deux formes :

(t) ae¥ sin(0)t + 6 e v sin(0)t

x =

" A cosh(w sin(0)t) + Bsinh(w sin(6)t)

Au vu des conditions initiales fournies, je décide de travailler plutot avec la seconde forme d’écriture de la

solution homogeéne.
Conditions initiales :

i/(t=0)=0=Bwsin(0) = B =0
Pt=0)=ap=0,+A=A=x)—1,
Ainsi, la solution compléte s’écrit :
2/ (t) = 2, + (z(, — x.) cosh(w sin(0)t)
Analyse de la solution :

. Si x6 > Jc’ alors z’ tend vers +o0.

alors z’ tend vers —
Cec1 est gohereent avecgie caractére 1nstable de la position d’équilibre.

4. La réaction du support se décompose en deux composantes : R = Rje e, + R.e.’. On peut déterminer cette
force via le PFD projeté selon e, et €2’
Exprimons la force d’inertie de Coriolis :

Fie = —2mw( cos(0)er + sin(f)e,’) A i'ey’ = 2mw sin(9)i'e;’

Ainsi, les projections du PFD selon &, et €.’ donnent :

!/

0 = R, —myg sin(f) — mw’a’ sin(6) cos(f) = R; = m (g sin(#) + w?z’ sin(8) cos(f))
0= R, 4+ 2mw sin(0)2’ = R, = —2mw sin()z

La force de Coriolis n’influence pas le mouvement du systéme (cf. sa simplification dans le PFD de la Q.3) et
est entiérement compensée par la réaction du support.

Ex. 2 Caisse glissant d’un camion
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Une caisse assimilée a un point matériel de masse m est posée sur la plate-
forme horizontale d’'un camion initialement au repos dans le référentiel terrestre l\

(R) = (Ozyz) supposé galiléen (Fig. ci-contre). Le champ de pesanteur § = —gii.,
est supposé uniforme. A partir de I'instant ¢ = 0 le camion est uniformément accéléré O

avec une accélération @ = agil, avec ag constante et positive. On note T, + N,
I’action de contact exercée par la plate-forme sur la caisse qui satisfait aux lois de
Coulomb avec un coefficient de frottement f. On raisonne dans le référentiel (R') lié au camion.

On rappelle les lois de Coulomb du frottement :
— Si le solide ne glisse pas (7, = 0) : HfH <f HNH
= 1|~

— Si le solide glisse : HT , T.7; <0 et T colinéaire a 7, la vitesse de glissement.

1. On suppose que la caisse ne glisse pas sur la plate-forme.

a) Déterminer N et T'. En déduire une condition sur ag, f et g pour valider cette situation.

b) Exprimer I'énergie cinétique de la caisse dans le référentiel absolu. D’out provient-elle 7

2. On suppose que la caisse glisse sur la plate-forme avec une vitesse de glissement parallele a —i,.

a) Déterminer la vitesse de la caisse dans le référentiel du camion et en déduire une condition sur ag, f et g
pour valider cette situation.

b) Exprimer dans le référentiel absolu la puissance P;_,o des actions exercées par le camion sur la caisse, la
puissance Ps_,q des actions exercées par la caisse sur le camion et leur somme. Commenter.

Correction de ’exercice 2

Correction faite en classe

Ex. 3 (0ral CCINP MP 2022, Ecrit E3A-Polytech PC 2022) Sismographe horizontal

On considére un sismographe horizontal (dont le schéma de principe est sur la figure de gauche). Une tige, sans masse,
est en rotation autour de 1’axe (Oz) vertical. On repére sa position angulaire par ’angle 8. Une masse m est fixée a une
extrémité de la tige, a la distance d de I’ axe. Un ressort de torsion de constante C > 0 ramene la tige vers la position 6 = 0.
Des frottements fluides exercent un couple de moment — f@ par rapport 2 I’axe (Qz). On se place dans I’approximation des
petits angles (6 < 1). Le support du sismographe subit des vibrations x(t)u_; par rapport au référentiel terrestre. Le stylo a
I’autre extrémité de la tige enregistre le signal s(7) = DO(¢) a la distance D de I’axe.

Revolving paper- z ¥ SW].O

coverad drum Wire
Heavy weight

papier sur
tambour rotatif

1. (a) Exprimer les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis dans le référentiel du sismographe.

(b) En utilisant le théoréme du moment cinétique, déterminer I’équation différentielle vérifiée par 6(t).
2. On se place en régime sinusoidal forcé avec x(t) = xg cos(wt).

(a) Mettre Pamplitude complexe de la sortie du sismographe sous la forme

So(.dQ

S= wwo

2 245
Wy —w+J—
Q

Comment appelle-t-on wg et @ 7 Donner les expressions littérales de Sy, wg et Q.
(b) Déterminer la condition sur la valeur de @ pour qu’il existe un phénomeéne de résonance de 'amplitude

S.
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. , . . w < .
(¢) On donne ci-aprés la représentation graphique de S(u) avec u = —, pour une valeur de @ trés élevée.
w

Justifier allure de cette courbe a partir des résultats précédents.

S

Sol
A u

(d) T faut distinguer trois zones sur cette courbe : zone I (u « 1), zone II (u tend vers 1) et zone IIT (u » 1).
A quelle partie de la courbe correspond la zone de fonctionnement souhaitée du sismographe 7 Proposer
alors un ordre de grandeur pertinent pour wy.

Correction de ’exercice 3

Savoir-faire travaillés dans ’exercice :

* TMC avec référentiel non galiléen en translation par rapport & un réf gal
* Détermination amplitude en RSF
* Le classique sismographe

Voir corrigé manuscrit. J’ai trés légérement modifié les questions 2b, 2c et 2d par rapport au corrigé que j’avais
rédigé.

Ex. 4 Pendule dans un véhicule

Un pendule simple de longueur ¢ et de masse m est suspendu en un point A li¢ 7z, A
& un véhicule. On repére la position du pendule par l'angle §. Initialement, le
véhicule et le pendule sont au repos. A partir de 'instant ¢ = 0, on communique
une accélération constante @ = agpe, au véhicule.

1. Déterminer ’angle 6 & ’équilibre.

2. Montrer que 6(t) est solution d’une équation différentielle de la forme
0% + ®() = cste

ot on explicitera la fonction ®(f) et la constante.
3. En déduire la valeur de ag telle que 6(t) oscille entre § = 0 et 0 = g

Correction de ’exercice 4

Voir corrigé manuscrit.

Ex. 5 Chaises volantes

En 2024, Pattraction La tour de Numérobis a ouvert dans la zone égyptienne du Parc Astérix. Il s’agit d’une
attraction de type "chaises volantes". Des siéges sont suspendus par des chaines : quand l'attraction est au repos,
les chaines sont verticales, et quand elle tourne, les chaines s’inclinent. Le support d’accroche des siéges tourne a
vitesse de rotation constante autour du méat.
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Estimer numériquement la vitesse de rotation de lattraction, en tours/min.

T -
 —

NS A

" N _ i ‘-" o
. BV.NE .G A

=l A

LN LN

7 N—2J 1

Echelle de la photographie : Longueur des chaines retenant les siéges : 6 m

Correction de ’exercice 5

Appropriation :

\{

U

L’effet de la rotation du maneége est d’incliner les chaines par rapport a la verticale. On cherche donc a relier ’angle
0 avec la vitesse de rotation w.

+ Systéme : {Visiteur} modélisé par un point matériel M de masse m

» Référentiel R terrestre supposé galiléen

« Référentiel R’ du support tournant en rotation uniforme autour de I'axe du mat, fixe dans R

* Repére associé & R’ : polaire (O,e,,e3) (le point O est le point d’accroche de la chaine sur le support tournant)

Dans R/, le systéme est a 1’équilibre.

Stratégie :
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1. Déterminer I'expression de 6 & ’équilibre.
2. Mesurer 6 et les données pertinentes sur la photo pour trouver w

Résolution :

A Téquilibre dans R’, en projection sur ej :

| g tan(0
0 = —mg sin(f) + mw?>HM cos(f) = w = %

Utilisation de la photo : On considére le visiteur situé le plus & droite de la photo, pour ne pas souffrir d’'un effet
de profondeur lié & la photo.

En utilisant I’échelle fournie : HM = 9.3 m
En utilisant un rapporteur (ou en utilisant une formule de trigonométrie) : 6 = 45°
AN.: w=1.0rad/s = 9.8 tours/min

Validation :

* Cette valeur numérique semble cohérente avec une attraction réelle : un tour dure environ 6s : OK.
* Si HM est constant et que 6 augmente, cela est 1ié & un w plus grand : cohérent.
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