Maths Champs et analyse vectorielle
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Savoir-faire exigibles du BO

Relier le gradient a la différentielle d’un champ scalaire & ¢ fixé. Exprimer les composantes
du gradient en coordonnées cartésiennes. Utiliser le fait que le gradient d’une fonction f
est perpendiculaire aux surfaces iso-f et orienté dans le sens des valeurs de f croissantes.
Citer et utiliser le théoréme d’Ostrogradski. Exprimer la divergence en coordonnées cartési-
ennes.

Citer et utiliser le thj})réme de Stokes. Exprimer le rotationnel en coordonnées cartésiennes.
Définir Af = div(grad f). Exprimer le laplacien en coordonnées cartésiennes.

Exprimer le laplacien d’un champ de vecteurs en coordonnées cartésiennes.
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Prise de notes : En premiére année, différents champs ont déja été étudiés : le champ
électrique F, magnétique B, le champ de pression P, le champ d’énergie potentielle
> E, etc. En lien avec ces champs, vous avez commencé & introduire I'opérateur grad,

pour relier une force conservative et la variation spatiale d’énergie potentielle : F =
—grad(E,).

Ce chapitre a deux objectifs principaux :

1. Synthétiser, dans le méme chapitre, toutes les connaissances a avoir sur I’analyse vectorielle,
du point de vue mathématique.
2. S’entrainer & manipuler ou interpréter les outils d’analyse vectorielle sur des exemples.

I Champs scalaires et vectoriels

Définition : Champ : grandeur physique définie en tout point de I’espace (et pouvant également
dépendre du temps).

Cette double dépendance spatio-temporelle des champs sera notée f(M,t) ou en coordonnées
cartésiennes f (x,y,z,t). Ces champs peuvent étre scalaires (champ de température, de pression,
de potentiel électrique, etc.) ou vectoriels (champ de vitesse, champ électrique, magnétique, etc.),
par exemple en coordonnées cartésiennes : Y(M,t) = fo(M,t)e, + fy(Mt)e, + f.(M.t)e:.

Un champ est uniforme dans une région de

I’espace si la valeur du champ est la méme en / | <
tous les points de cette région & un instant donné / / / < o
: il est donc seulement dépendant du temps (f () e / e

- o™ ~S
ou F(t))- A
Un champ est stationnaire si la valeur du champ /‘ | /
est la méme & chaque instant, en un point donné e e
: il ne dépell)d donc que des coordonnées d’espace 7 X - 7 ,‘ -
(F(M) ou (M)). R

t [

Pour représenter spatialement un champ scalaire, on utilise une surface de niveau. Une surface
de miveau est une surface en tout point de laquelle le champ scalaire prend la méme valeur.
L’intersection d’une surface de niveau avec un plan constitue une ligne de niveau. On les rencontre
fréquemment en météorologie pour représenter les champ de pression et de température.

Température moyenne
{degrés Celsius)

[ MaTEO FRANCE
0 zone détade
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1.3 Lignes et tubes de champ pour un champ vectoriel

Pour représenter spatialement un champ vectoriel, on peut représenter un certain nombre de
vecteurs 4 un instant donné, en 2D ou en 3D. Par exemple sur une carte météo des vents, la
longueur des fleches est proportionnelle & la valeur de la vitesse des vents.

On utilise néanmoins plus couramment une carte de champ, constituée d’un ensemble de lignes
de champ.

— Ligne de champ

Une ligne de champ est une courbe qui est tangente, en chacun de ses points, au vecteur

-

f (M,t) défini en ce point.

Cela permet par exemple de visualiser facilement
un écoulement de fluide, si on considére le champ
vectoriel des vitesses U (M,t) d’un fluide, comme
illustré ci-contre.

T TR 0N LT 3
IR I O T T O T A Y

B LY s &g b
T W T T T T T A I A A A |

L’ensemble des lignes de champ qui s’appuient
sur un contour fermé (I') constitue un tube de
champ (c’est donc une surface) :

I.4 Circulation d’un champ vectoriel

Considérons un contour élémentaire orienté d7 a partir du point M. On appelle circu-
lation élémentaire d’un champ vectoriel f le scalaire :

5C = f(M)-d7

-
La circulation d’un champ vectoriel f sur un parcours AB fini est la somme de toutes
les circulations élémentaires :

C = 5C = f(Mm)-d7
(AB) (AB)

Si le parcours (I") est fermé, on place un rond au niveau de l'intégrale :

C= ff F(M) a7
)

=
Remarque : Ce concept est une généralisation du travail d’une force a tous les champs vectoriels f.
q g
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Considérons une surface élémentaire dS autour dun d S
point M. Cette surface est limitée par un contour fermé
orienté, ou la régle de la main droite (ou du tire-bouchon)
— PR LN
* donne le sens du vecteur d .S, normal & cette surface. L)-)
—
Le flux élémentaire du champ de vecteur f (M,t) a travers la surface élémentaire orientée

est défini par R N
00 = f(Mt)-dS

Un flux est une grandeur caractérisant une quantité vectorielle traversant une surface. Il est
souvent associé en physique & un débit d’une grandeur physique : débit de particules, d’énergie
thermique, de charge électrique, de volume de fluide, etc.

Si une surface (S) finie s’appuie sur un contour fermé ori-
—

enté (T'), le flux de f a travers cette surface se calcule en

sommant ’ensemble des flux élémentaires :

@:Jf&@:ﬂ?(M)-d?
(9)

(%)

AM,t) (T)

Le flux dépend a priori de la surface (S) choisie s’appuyant sur (T').

Si la surface est fermée, on ajoute également un rond au niveau de 'intégrale double : # ?(M )

()
N
dS. Dans ce cas, par convention, tous les vecteurs surface élémentaire sont orientés de l’intérieur
vers lextérieur.

II Surfaces et volumes élémentaires

Etant donné que les grandeurs précédentes se calculent grace a des intégrations sur des contours
ou surfaces élémentaires, rappelons certains résultats sur les systémes de coordonnées usuels en
physique.

En coordonnées cartésiennes, un point M est caractérisé par ses trois
coordonnées spatiales (z,y,z).
Le vecteur position est : 7 = xe, + ye, + ze,

Le vecteur déplacement élémentaire est alors :

d7 = dwze, + dye, + dze; (IL.1)

4 E@®SO Lycée Rabelais - PC - 2025-2026 - C. Logé



On peut définir trois surfaces élémentaires simples, perpendiculaires
soit : N PN
s au vecteur e, : dS = dydze, ;
—> = —>
* au vecteur e, : dS = daxdzey;
—
* au vecteur e, : dS = dzdye,.

Le parallélépipéde correspondant aux déplacements du point M
selon les trois directions définit le volume élémentaire dans le jeu
de coordonnées cartésiennes :

dr = dzdydz (I1.2)

Remarque : Notons qu’il est possible de noter le vecteur surface élémentaire d?S, en référence au
fait qu’il s’agit d’un infiniment petit d’ordre 2. De méme, on pourra noter le volume élémentaire d®7, en
référence au fait qu’il s’agit d’un infiniment petit du 3° ordre.

En coordonnées cylindriques, un point M est caractérisé
par ses trois coordonnées spatiales (r,0,z).
Le vecteur position est : 7 = re, + ze,

Le vecteur déplacement élémentaire s’écrit :

d7 = dre; + rdfeg + dze,

On peut exprimeg) les trois surfaces élémentaires :
* selon e, dS = rdfdze; ;
* selon e, dS = drdzé; ;
e selon e, dS = rdrdfe,.

Le parallélépipéde correspondant aux déplacements du point M selon les trois directions définit
le volume élémentaire dans le jeu de coordonnées cylindriques :

d*r = dr(rdf)dz = rdrdfdz (I1.3)

Exercice : Déterminer le volume d’un manchon cylindrique d’épaisseur dr et de hauteur h.

Schéma -+ stratégie : calcul du volume élémentaire, puis intégration en faisant tourner
d’un angle 6 et en déplacant suivant z.

27 h
* dr = Jf dBr = rdrf dﬁf dz = 2nrdrh = Apgse X hauteur
0 0
0,z

ou l'aire de la base correspond au périmétre du cercle de rayon r multipliée par son
épaisseur dr.
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En coordonnées sphériques, un point M est caractérisé par
ses trois coordonnées spatiales (r,0,0).
Le vecteur position est : 7 = re,

Ainsi le vecteur déplacement élémentaire s’écrit :

d7 = dre; + rdfej + r sinfdpe,

Exercice : Déterminer les trois vecteurs surfaces élé-
mentaires en coordonr_lfees sphériques.

* selon e, dS = r? sinfdfdye;. ;
* * selon ey, ds =r sinfdrdyey ;

« selon e,, d.S = rdrdfe,.

Le parallélépipéde correspondant aux déplacements du point M selon les trois directions définit

le volume élémentaire dans le jeu de coordonnées sphériques :

d3r = dr(rdf)(r sinfdy) = 12 sinfdrdfdyp

0 0

> 0,

coquille sphérique.

IIT Opérateurs différentiels

Exercice : Déterminer le volume d’une coquille sphérique d’épaisseur dr.

u 2
dr = J d3r = r2d7"f sinfdéd dp = 7‘2dr[ - cos@];r x 21 = 4mridr

(IL.4)

correspondant a la surface de la sphére de rayon r multipliée par ’épaisseur dr de la

Dans toute la suite, on omet (momentanément) la dépendance temporelle des champs scalaires ou
vectoriels, car les opérateurs que ’on va introduire n’agissent que sur les dépendances spatiales.

L’opérateur gradient est un opérateur linéaire qui associe & un champ scalaire un champ vectoriel.
Considérons un champ scalaire f(M). A un déplacement élémentaire d 7 est associée une variation

élémentaire df de f. On définit I'opérateur gradient par :

df = grad(f(M)) - a7

D’un point de vue physique :

(II1.1)
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de dimension [f] - L™, mesure les variations spatiales locales de f

grad f(M)||,

: plus f varie fortement au voisinage de M, plus H grad f(M H est grand ;

¢ la direction du gradient d’un champ est celle le long de laquelle_cg champ varie le

plus rapidement : df est le plus grand si d7 est dirigé selon grad(f) ;
* . gr—aci f est dirigé vers les valeurs de f croissantes.

* I’ensemble des points M tels que f = cste définit une surface dans l’espace, et
une ligne dans un plan. Si, & partir d’un point de ceticggurface, on se déplace
de d7 sur cette surface / ligne, df = 0 : le vecteur grad f est orthogonal aux
surfaces/lignes f = cste.

* un champ scalaire uniforme a un gradient nul, et réciproquement un champ scalaire
de gradient nul dans une région de I’espace est uniforme dans cette région

On peut illustrer ces concepts sur une carte IGN en tragant grad(h), ou Pon observe les lignes de
méme altitude (= lignes de niveau) :

e Cornidor

4304 \ 2
Altiprt le Grand Col

Plateay Rochers Rouges de la Brenva
Col du Déme Inférieurs
. Mur
270 de la Céte
Rochers Foudroyés Rochers Rouges
Supérieurs
les Bosses Grande Petits
Rochers Rouges
les Bosses Petite
Petits Mulets
MON T BLANC
4810
la.Tourette
) %\9 (ol ajor
% fag-)
©, fy 92 % 4746
%
\ré: %, “Mont Blanc de Courmayeur
3499
Echelle 1: 17 055 %,
[ —— 500 m
) - . of of of >
En coordonnées cartésiennes, on sait que df = ——dx + =—dy + =—dz, et comme d7 =
oz oy 0z
N — — . . .
* dze; + dye, + dze;, il vient par identification :
grad(f(M)) = z=e, + =—¢€, + =—e€-
ox oy 0z

Attention, en coordonnées cylindriques ou sphériques, ’expression du déplacement élémentaire
étant plus complexe, on trouve :

— CofL 1ot of .
grad(f(r0,2) = =-&r + — =58 + =~ (111.2)
grad(f(r,@,go)) = 676 + — ae o+ m%GSD (1113)
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Exercice : On considére une force newtonienne F = — Ig e, en coordonnées sphériques. Cette
force est conservative, de sorte qu’il existe une fonction énergie potentielle F, telle que : F=
—grad(E,). Déterminer E,,.

oE, 18Ep_, 1 8Ep_,

E)= 2P
grad(Ey) = or * r 00 0 e r sinf dy

* Donc, ici, E,(r). On cherche donc E,(r) tel que

0B, _dB, K _ . _ K
or dr_r2$ Py este

Il est courant d’introduire un opérateur que 'on traite "comme un vecteur" (mais qui est en
—
réalité un opérateur), appelé nabla et noté V, tel que par exemple en coordonnées cartésiennes :

= 0 0o 0
€r —ér II1.4
V= 2 t 5 Ew ey + 3. ( )

Ainsi par exemple, 'opérateur gradient s’écrit 6( -

ff En dehors des coordonnées cartésiennes, il faut étre trés prudent quant & I'usage du
vecteur nabla.

L’opérateur rotationnel est un opérateur linéaire qui associe a un champ vectoriel un
autre champ vectoriel. On considére un champ vectoriel f et un élément de surface
s deﬁr_1>1 autour du point M. On peut alors construire la circulation elementalre du

* champ f le long du contour élémentaire fermé délimitant la surface ds. L’ opérateur
rotationnel est alors défini par la relation :

5C =rot(f)-dS

D’un point de vue concret, le rotationnel d’'un champ en un point est un vecteur décrivant la
propension du champ & tourner autour de ce point, vu qu’alors la circulation du champ le long
d’un contour élémentaire entourant ce point est non nulle. La direction du rotationnel est celle de
I’axe autour duquel le champ tourne, et sa norme est d’autant plus grande que le champ tourne
"vite". Il permet par exemple de décrire des écoulements dans des tornades, en mécanique des
fluides.

Exemples : De gauche a droite : champ radial ? = g(r)e,, orthoradial du type rotation solide
f = wreg, champ du type f = (ay + b)es (a > 0).

Y Y Y
e edie e
x| x +¢Tx —»—»—»—»x

M " i ¢ ' —_ —> —> —> —>
4 N /" — > > > —> —>
¥ N \4 > > > > > > > >
— > — —
* Mettre une particule carré dans le fluide. Ecrirerot f = 0, 1ot f &, > Oetrot f -2 <

0

Pour interpréter ces cartes de champs, il faut avoir en téte que deux effets peuvent faire tourner
une particule dans un fluide :

* la forme des lignes de champ
e la norme des vecteurs vitesse
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En coordonnées cartésiennes, on peut démontrer I’expression analytique de rot( f) (cf. annexe).
Cette expression est & connaitre :

of.  af, P
oy A NG L K A L=V AT (I11.5)

0z ox oy

ofy ot F f

or oy 0z

. —_ > - d —> L L.
Exercice : Calculer rot(f) pour f = (ay + b)e; en coordonnées cartésiennes.

—

* La difficulté est de comprendre qu'ici : ? = fs(y)es. Donc, ici : rot7 = —ae,
Cohérent avec ce qu’on a dit sur les cartes de champs.

En coordonnées cylindriques et sphériques, les expressions sont plus complexes et ne sont pas a
connaitre :

10f. _dfe 1 a(sinfA,) of
gf&é) 6faz r sinf 00 0o
TOt(f(?"ﬂ,Z)) = aZT - a,,,z IFE(T(T,Q,QO)) _ - Sline aafT _ %a(gfip)
1 (6(%) B 5fr> . a(rf) o
r or 00 - ( é’re — (99T>
,

Exercice : On considére, dans le ré_ffzrentiel terrestre, un solide en rotation autour d’un axe
fixe (0,€,) avec un vecteur rotation {2 = Qe constant. Exprimer le vecteur vitesse (M) des

points M du solide. Relier alors rot(7) au vecteur a.

Coordonnées cartésiennes (O,é,,6,,¢2) (associées au réf terrestre par exemple) : (On
raisonne sur un pt fixe dans le référentiel du solide, et utilise la vitesse d’entrainement. )

1

> On en déduit :

OU de maniére plus simple :
Coordonnées cylindriques (O,e,,éq,¢,) :

—

OM = re; = T(M) = rQeg = rot(V) = 2Qe’
En mécanique des fluides, %f&f(?) est appelé vecteur tourbillon et caractérise la
rotation des particules de fluide au voisinage de chaque point du fluide : interprétation
cohérente avec la mécanique des solides.

Exemples :

* un champ radial du type 7 = g(r)e, posséde un rotationnel nul ;
¢ un champ orthoradial en coordonnées cylindriques du type f = wreg posséde un rota-
tionnel non nul : rot f = 2we, ...
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* ... mais celui du type ? = aeg avec a une constante posséde un rotationnel nul (alors
que la topographie de ce champ pourrait laisser penser que "le champ tourne")

Il faut donc faire attention aux interprétations des cartes de champ, qui peuvent sembler
trompeuses de prime abord...

En lien avec la définition intrinséque du rotationnel, citons un théoréme réguliérement utilisé en
électromagnétisme :

= Théoréme de Stokes-Ampére

La circulation d’un champ vectoriel 7 le long d’une courbe fermée orientée (I") est
égale au flux de son rotationnel sortant de toute surface (S) orientée qui s’appuie

sur (T) :
* §fﬁ_ﬂm

™)

On peut alors généraliser le concept de force conservative a d’autres champs vectoriels.

= Champ a circulation conservative
. 4 . N . . . . .
Un champ vectoriel f est dit & circulation conservative si et seulement si :

* sa circulation entre deux points A et B quelconques est indépendante du
chemin suivi entre A et B ;

* <= sa circulation est nulle sur TOUT [ parcours fermé ;
* + < son rotationnel est nul rot( f )= .
* < il existe un champ scalaire g Esl que L) d7 = —dg; on dit alors que ?
dérive de g, ce qui revient a poser f = — grad(g) ;

L’opérateur divergence, noté div est un opérateur linéairg> qui associe a un champ vecto-

riel un champ scalaire. Considérons un champ vectoriel f (M) et un élément de volume

dr défini autour du point M. On peut alors construire le flux élémentaire 6 du champ
* f a travers la surface fermée élémentaire orientée délimitant le volume dr :

50 = div(f (M))dr

Un champ de vecteur "diverge" en un point si son flux a travers une surface élémentaire entourant
ce point est non nul. L’opérateur divergence calculé en un point permet donc de quantifier le
caractére divergent d’un champ de vecteur autour d’un point de l'espace. Concrétement, la
divergence quantifie les sources du champ :

* si div(?) > 0, au point M, cela veut dire que 7 a tendance a "sortir" de M, c’est-a-dire
que M _peut étre vu comme une source de f ;

« sidiv(f) <0, f a tendance a "étre absorbé" par M ;

* si div(?) = 0, alors M ne produit ni n’absorbe ?

Exemples : De gauche a droite, un champ localement radial et divergent, celui d’un champ
convergent et celui d’un champ uniforme. Signe de div f ?
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-
En coordonnées cartésiennes, on peut démontrer l’expression analytique de div(f) (cf. annexe).
Cette expression est a connaitre :

ofe Ofy 0f: =2 =
T e -V f (I11.6)

div(f) =

En coordonnées cylindriques et sphériques, les expressions sont plus complexes et ne sont pas a
connaitre :

A\

JAN

s 10(rfr) 10 0f:

div( f(r0,z)) = ;—(af ) 4 ;a—J;G - aj; (I1L.7)
.= 1002 fy) 1 J(sinffy) 1 af,

div(f (r6.0)) = r2 or * 7 sinf 00 * rsinf dp (TIL.8)

-
On ne peut pas utiliser V explicitement en terme de vecteur en coordonnées cylindriques
ou sphériques, pour la bonne raison que les vecteurs de la base locale varient. Par

> 0..., lo..., 0...

exemple en coordonnées cylindriques, en écrivant V = a—er + 767069 + a—e_;, on
r z
trouverait of 1of of
= 7 r 0 z
L F z I11.9
Vs or * r 00 + 0z ( )

dont I'expression est fausse ! Il en est de méme pour le rotationnel.

Exercice : Calculer div(?) pour 7 = (ay + b)e, en coordonnées cartésiennes. Interprétation
graphique 7

La difficulté est de comprendre qu’ici : 7 = fz(y)és. Donc,ici: div 7 = 0 Graphique-
ment, f ne semble ni entrer, ni sortir dans un carré dessiné sur la carte de champ.

Exemples :

un champ uniforme > est de divergence nulle : diveste =0 N
un champ du type f = aze,, avec a > 0, est divergent (!!) : div f = q;

. ) - e —> . .7 2«
un champ radial en coordonnées sphériques f = ae, est divergent : div f = — ;
r

un champ orthoradial en coordonnées cylindriques 7 = aeg est de divergence nulle ;

— —> —
are, (ay+b)e, ae,
Yy )
- — —— AN
- —> —— s
T%a%—»f THHHHE"‘ /ﬁHT K
- — —— —— 7 — — —> —> — iii A [
—- — —— > > > > > > > > N

Ne pas toujours se fier aux cartes de champ pour conclure si la divergence est nulle ou

—> o . . —>
non : par exemple pour f = —26_; en coordonnées sphériques, div f = 0, semblant con-
r

tradictoire avec la topographie de ce champ (mais ce dernier n’est pas défini a 'origine
du repére O).
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De part la définition intrinséque de la divergence, il vient un théoréme réguliérement utilisé

— Théoréme de Green-Ostrogradski

Le flux de f a travers une surface fermée (S) orientée est égal a l'intégrale de sa
divergence sur le volume (V) délimité par (5)
*

g7 a5~ [

W)

D’aprés ce qui précéde, tout champ a divergence identiquement nulle a donc un flux nul a travers
toute surface fermée : i i

on dit qu’il est & flux conservatif.
Pour comprendre cette notion, considérons un tube de champ (Sp) que l'on ferme pour
former (S) : (S) = (Sp) v (S1)

(S2) est fermé (OK pour Green-Ostrogradski)

ds,

0

ds,

--‘

!

. (8) ) (s)

Si le champ ? est de divergence nulle

{7080 [[7.(05). [ a0 [ 705
S) (S1)

(S0) =0 (S2)

—~

donc le flux de 7 est conservé le long du tube

[} 7.65- [ 7.

(S1) (S2)
= Champs a flux conservatif

Un champ vectoriel }) est dit & flux conservatif si et seulement si

* son flux se conserve le long d’'un tube de champ.
*

<= son flux est nul a travers TOUTE surface fermée ;

* <= sa divergence est nulle div f = 0.

+ < il existe un champ vectoriel ¢ tel que f = 1ot 7 ;

Le laplacien est un opérateur linéaire pouvant s’appliquer a

e un champ scalaire et il donne alors un scalaire ;
e un champ vectoriel et il donne alors un champ vectoriel

12
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Par définition, le laplacien scalaire s’écrit :

Af = div (g‘rgaf) — V2 (I11.10)

ce qui donne en coordonnées cartésiennes (expression a connaitre) :

_Ep B P

AM=gmtartar

(II1.11)

Notons au passage qu’il existe une signification physique au laplacien scalaire : le laplacien de
f calculé en My permet de comparer la valeur moyenne de f au voisinage de My a f(Mp). En
particulier :

* si My est un maximum local de f, on a (Af)(My) <0 ;
* si My est un minimum local de f, on a (Af)(My) >0

Les expressions en coordonnées cylindriques et sphériques, & ne pas connaitre, sont écrites ci-
dessous :

10 ([ of\ 12f o
Af(r,é’,z) = ;(;TT <7"(}r> + ﬁﬁ + ﬁ (HI'12)
IR A S O AN .
Afrd:e) = r2 or (r 0r) T2 6 20 ( sinf 69) T e 0p? (IL.13)

Remarque : L’équation Af = 0 s’appelle ’équation de Laplace. Nous en verrons quelques exemples
concrets cette année.

Pour un champ vectoriel, la définition intrinséque du laplacien vectoriel est :
AT = grad(div f) — rot(rot f) (IT1.14)

mais posséde en coordonnées cartésiennes une expression simple (& connaitre) :

2 2 2
“fa N O fa N O fa
0x? 0y? 072

7z — — —> azf 62f azf
AT = AfaZl + Afy7y + AfE = | S22+ Wy + (IIL.15)

32f.  *f. *f.

0x? 0y? 022

Terminons ce chapitre en explicitant deux relations d’analyse vectorielle & connaitre, que ’on
peut facilement retrouver a ’aide de I'opérateur nabla, pour la composition d’opérateurs.

* Le rotationnel d'un gradient est toujours nul : r?f(@(f)) — 0. On peut se rappeler
rapidement cette propriété a ’aide de nabla : VAV f= 0 (produit vectoriel nul).

* La divergence d’un rotationnel est toujours nul : div(r?f 7) = 0. A l'aide de nabla :
V-(Vaf)=o0.
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Annexe

Expression analytique de opérateur divergence en coordonnées cartésiennes :

—

Pour obtenir une expression analytique de div(f) en coordonnées cartési-
—

ennes, on calcule le flux de f a travers une surface fermée élémentaire

orientée délimitant un volume d7 = dxdydz. Par convention, la surface est

N
. N L. -dydze
orientée de l'intérieur vers 'extérieur du cube. Commencons par les deux dy dydze,

faces du cube orientées selon +e, : ; gz
— — “ i "-dl'
5(I)x = (f(ZL’ + d.%,y,Z) - f(xayaz)) ! (dydze_;) ddef Yy

Y

VA
e
A N
= (fole + du,y,2) — ful(@,y,2)) dydz / ,,,,,
~ aafz dxdydz = 0fe dr

T oz ox

En effectuant le méme calcul sur les deux autres paires de faces, il vient :

0f: , Ofy O

0 = ( " 2 + 2, Ydr = div(f)dr
donc par identification :
w(F) = e Oy Of:
div(f) = ox * oy + 0z

Expression analytique de ’opérateur rotationnel en coordonnées cartésiennes :

. . . — 7 .
Pour déterminer une expression analytique de rot( f) en coordonnées
cartésiennes, on calc_gle la circulation sur le contour élémentaire en-
tourant la surface d.S = dxdye; :

5C = . fd7 = fo(zy)de + fy(x + dzy)dy (x+dx) (:1:+d:1:>

— fo(z + dz,y + dy)dz — f(z,y + dy)dy y+dy

On simplifie I'expression précédente en négligeant les termes infiniment petits d’ordre 2 devant ceux d’ordre 1 :

W”a(;’wdydy ~ fy(z,y)dy

]
Fola + dayy + dy)dz = fo(zy + dy)dz + W

fy(zy + dy)dy = fy(z,y)dy +

dedr ~ f,(z,y + dy)dz

En combinant les termes :
6C = (fy (@ + doy) = fy(@9))dy + (fuloy) = fuloy +dy))do

_(%y s
(&r 8y>dxdy

don tof(F) - & = L _ e

oz oy

En reprenant le méme raisonnement pour deux autres surfaces élémentaires orientées selon €, et €,, on trouve
. — 2
Pexpression de rot( f) donnée dans le cours.
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