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Proposition de corrigé

Ce corrigé a été rédigé conjointement par David Lasne et Jean Maysonnave. N’hésitez pas & nous signaler par mail (da-
vid.lasne@wanadoo.fr ou jmaysonnave@yahoo.fr) toute coquille ou erreur!

Voici par ailleurs quelques imperfections repérées dans I’énoncé de cette épreuve :

Q9 : un traitement mathématique de cette question nécessitait I’expression du gradient en coordonnées cylindriques, non
donnée dans I’énoncé, bien que non exigible au programme.

Q10 : le formalisme de la question est un peu ambigu. La force notée 7U,Uisc correspond au terme nAT mais ce n’est pas
explicité de maniere claire dans I'énoncé. Ce choix de notation préte aussi un peu a confusion car elle pourrait étre identifiée, a
tort, avec la force notée ?wl introduite a la question 7.

Q14 et Q15 : la résolution se fait facilement en utilisant la notion de différenciation, qui n’est plus explicitement un outil
mathématique associé au programme, au moins en physique.

Q33 : il y a une petite incohérence dans 1’énoncé : celui-ci fournit la valeur de r(, sans doute pour simplifier et trouver plus
rapidement E(, mais on demande d’exprimer E en fonction de £, ce qui signifie qu’il faut quand méme faire le calcul complet...
On propose donc ici la version "courte" (sans A) puis la version compléte.

Q34 : Question un peu floue : il est question de tableaux non présentés : en fournir un exemple aurait été préférable, ou alors ne
pas en parler... Quelle est I’évolution ? Doit-on la trouver, ou simplement la justifier ?... Est-il fait référence a I'effet d’écrantage ?
Q39 : La notation R est déja utilisée pour la constante de RYDBERG dans le méme probleme, méme s’il y a peu de risque de
confusion.

1/ La circulation sanguine

I. Généralités

Q1. Le volume de sang mis en circulation chaque seconde est de 80 cm?, donc chaque minute un volume de 60 x 80 = 4800 cm?
= 4.8 L, proche de 5 L, circule dans le corps d’un adulte.

Q2. La puissance mécanique de la partie droite, pour faire circuler le sang dans les poumons, est Py = 0.2 W d’apres I’énoncé.
La partie gauche développe quant a elle un travail (de force de pression) W = p.AV = 16.10% % 80.107% =~ 1,3 J en une seconde
pour envoyer le sang dans le corps, ce qui correspond & une puissance P, = 1,3 W. La puissance totale est donc P;,; = 1,48 W.
Si on divise par la masse du ceeur (m = 0,3 kg), on obtient une puissance massique de 5 W.kg™!, ce qui correspond 2 la valeur
indiquée.

Q3. Les 90 % d’énergie restants servent a alimenter le muscle, c'est a dire & maintenir/développer les tissus qui le constituent,
et a permettre leur fonctionnement. Une partie est également dissipée sous forme thermique, pour maintenir le corps a 37°C.

10
Q4. D’apres le figure 2, on peut extraire la dépendance log(IN) = 10+ p xlog(a) avec p = “371 pente de la droite représentative

N
des données. Cette expression peut se réécrire log (—p) =10. On obtient ainsi :
a

’ N = 10105105374

3

Q5. Le débit volumique D, s’exprime selon D, = UmoySartere dans Partere aorte. Avec D, = 80.107% m3.s7! et Sartere = a2 :

D, 80.10¢

= = :1.0 . =
Imoy = G e mx(5.10°8)2

I1. Loi de Poiseuille

Q6. Lintroduction de pressions différentes en A et B est cohérent avec une bonne description de l'effet du coeur, qui en
imposant une différence de pression, met le sang en mouvement.

Q7.

ov
e p— : accélération volumique locale d’'une particule de fluide. Elle traduit le changement de vitesse d'une particule de

fluide, di au caractére non stationnaire de I'écoulement.
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) (_v'.grad) T : accélération volumique convective d’'une particule de fluide. Ce terme traduit la variation de vitesse de la
particule de fluide induite par une inhomogénéité spatiale du champ des vitesses.

.
e —gradp : résultante volumique des forces de pressions exercées par le fluide.
e NAT :résultante volumique des forces de viscosité.

. 7\701 : autres forces volumiques (par exemple la contribution du poids).

Lv
Q8. Lécoulement est considéré laminaire si le nombre de REYNOLDS Re = ld est inférieur 2 1. Iei, L=a =5.10"3m, v ~ 1
n

m.s, p=10% kgm 3 et =103 Pa.s, dour :

_5.103x1x10°

e =5.103>>1

Re

Lécoulement du sang ne peut pas étre considéré comme laminaire (on considére en général qu’il faut Re < 2000) dans l’artére
aorte. Il faut noter que ce résultat n’est pas du tout généralisable a 'ensemble du systéme sanguin, constitué de maniére tres
majoritaire de vaisseaux bien plus petits (tableau 1), pour lesquels le nombre de REYNOLDS est bien plus faible, ce qui peut
justifier la suite de I'étude.

Q9. On peut se placer en coordonnées cylindriques (r,0,x). On a :
. v -
— v ne dépend pas de ¢, donc T =0
- —— 0 uvg 0 0)\— ov -
— |v. rad)vz Vp—+—— 40— |V =0,—=0
(7 (’ar r o0 *ox *ox
— f o1 = 0 car tout autre force que la résultante des forces de pression et de viscosité est négligée
Ainsi, 'équation de NAVIER-STOKES se réécrit de maniére simplifiée selon :

gradp = AT

Remarque : Uexpression du gradient en cylindrique manque dans l’énoncé pour calculer le terme convectif. Cependant, I’énoncé
impose une forme d’écoulement particuliére, en cisaillement : V(M) = v(r)e,. C'est donc, de fait, un écoulement laminaire, pour
lequel le terme convectif peut étre négligé (il est en fait méme nul, ce qui est un peu contradictoire avec la valeur du nombre de
REYNOLDS trouvé...).

Q10.0n a:

— d -
dF | = nd—v(r+dr)2(r +dr)e,
r
dF_= —n@(r)z(r)?x
dr

d’ou

dF pise=dF s +dF_=1 [d_”(r+ dr)S(r+dr)— d—v(r)Z(r) dre,
r r

- d [dv
ex=n_" [g(r)i(r)

- d [d -
or 2(r)=rdOdx, dou: dF ,isc = nd— [d—v(r)r drdfdx e . Or le volume de la tranche de fluide prise entre les rayons r et r+dr
rldr
est dt =rdfdrdx, dou 'expression de la force volumique de viscosité :
. dFise 1 d {rdv }?
YRBSCT  dr T rdr | dr| ¥

— —_— 6 —
Q11. La pression ne dépend pas de la variable 0 car il y a une invariance par rotation autour de I'axe e .., donc gradp = 0_p e x.
x
En reprenant 'équation de la question Q8, on aboutit a :
a ? x = nAU

soit d’apres la question 10 :

op— nd [ dv —

&ex:;g{ra(r)} €x
Les termes respectivement a droite et a gauche de I'égalité ne dépendent pas de la méme variable (x et r respectivement). La
seule solution possible est que chacun de ces deux termes soit égal 4 une méme constante A ce qui induit

d
d_l;:A (1
ﬂi( dv):A )

rdr rE
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D’apres 'équation (1), A correspond au taux d’accroissement de la pression par unité de longueur et s’exprime donc d’apres les
Pp

-P
données selon A = TA. On en déduit avec P(x=0)=P4 et P(x=L)=Pp :

Pp-P
Px)=Py+—2 2%
L
L'équation (2) conduit quant a elle successivement a :
d ( dv) A
Pl Skl Pt
dr\ dr n
d A
Pl o224
dr 27
dv A B
ik
dr 2n r

v(r) = Arz +Bln(r)+C
4n

B ne peut étre que nul sinon v(r) diverge quand r — 0, ce qui est absurde. De plus, 'écoulement est visqueux, donc la composante
A A
tangentielle du champ des vitesses s’annule sur les parois, soit v(r = a) = 0 ce qui entraine C = — 4—a2. Ainsi, v(r) = e (r2 - a2),

soit en reprenant 'expression de A :

v(r) = I% (a2 —r2)

Q12. Le débit volumique s’exprime comme D, = [[. Section?.dg ("section” désigne ici la section du vaisseau). On a v = v(r)e

et d§ =rd@dre ., ainsi :
a 2
D, :f f v(r)rd@dr
r=0J0=0

Pp—-P a
= ZJTM (azr—r3)dr
4nL r=0
(PA—PB)n( ga? a4)
I e—— a — e —
2nL 2 4

soit

_ (Pa-Pp)na*

D
v 8nL

En électrocinétique, la tension U pour un conducteur ohmique vérifie U = V4 — VB = Rglecl, ou i est un débit de charge. Par
analogie on peut poser ici P4 — Pg = RyD,, d'ou :

_P,-Pp 8L

R _onx
H D, nat

Q13. La figure 3 permet de constater que le systéme sanguin correspond & une association de résistances hydrauliques en
série et en paralleéle, et plus précisément a un systéme de (N, artéres en paralléle, chacune de résistance R,) mis en série avec

R R 8nL 8nL
un systéme de (N, artéres en parallele, chacune de résistance R.). On a ainsi Ryt = ZTa +== avec R, = 1 4a et R, = n—;.
a c Ty re

Soit :

8 L L
Rtot:_n{ a4+ 04}
7 (Ngrgy Nere

ce qui correspond bien a I'expression donnée dans I'énoncé.

II1. Loi de Murray

Q14. On a tout d’abord Vy = NV, + NV, avec V,, V., volumes de tissu di aux parois des artéres et des capillaires respective-
ment. V, correspond donc au volume compris entre deux cylindres de méme axe, de longueur L, et de rayons respectifs r, et
rq+e.Ainsi V, ~2nrq,eL, = 2nar§La (dans la mesure o e <<r,). De méme V, ~ 27wcr%Lc, soit :

Vo =2ma{NoLor} + NeLer2}
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Différencions I'expression ci-dessus, soit dVy = 2na{2N,L,rodre + 2N L r.dr.}. On cherche un minimum de Vy, qui se traduit
par dVy, de sorte que :

drc NgLgrg

drg N.L. r,

8n (L, (—4 L. (-4
Q15. Une minimisation de la résistance totale correspond de méme & d Ryt = 0 soit & { = udra + = u
7 (Ng rd N, rd

c

drc} =0dou:

dre _ NcLg (r0)5
dro  NyL.\rq

En utilisant maintenant le résultat obtenu a la question précédente, on aboutit a :

N._(raf

re

Na

Q16. Cette question est tres ouverte et nous proposons ici une possibilité, sans doute parmi d’autres interprétations possibles.
Pour plus de détails sur la question on peut se reporter a https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC2695432/

Ici, on trouve donc la dépendance N a2 alors qu'on a N « a~27 d’aprés la question Q4. Le nombre de vaisseaux sanguins
réel semble plus élevé que celui attendu en théorie. Les hypothéses du modeéle permettant d’aboutir au résultat de le question
Q15 pourraient donc étre reconsidérés, par exemple :

— le role de la pesanteur a été négligé alors qu’elle a bien sir un effet;

— la résistance a été calculée en considérant uniquement une géométrie cylindrique. Cette géométrie n’est pas rigou-
reusement représentative de la réalité, les vaisseaux se coudent, n'ont pas des sections uniformes... De méme, a n’est
certainement pas uniforme dans tout le systeme. Pour les petits vaisseaux par exemple, la membrane pourra représenter
une plus grande proportion car on atteint la taille minimum des cellules qui la compose (typiquement, une cellule est de
Pordre du micron);

— le caractére non newtonien supposé du sang dans les calculs menés auparavant est sans doute discutable

— comme Re >> 1, ’écoulement n’est sans doute pas un simple écoulement de cisaillement.

En particulier, on peut supposer assez raisonnablement qu’en raison de la géométrie réelle, la résistance totale Ry est plus
élevée que celle que nous proposons. Or nous avons vu Ry = PAD_ Pp 1a différence de pression P4 — Pp est fixée par le coeur. Une
augmentation de Ry se traduit donc par une diminution de Dv.vpour "compenser" cet effet, un nombre plus élevé de vaisseaux
permettrait de maintenir un débit en sang suffisant pour alimenter tous les tissus.

IV. Le role de I’élasticité des vaisseaux

Q17. Si jamais le flux sanguin varie de maniére brutale ou inattendue (caillot par exemple), I'élasticité des artéres permet de
modifier la valeur du rayon a et ainsi de changer radicalement la valeur du débit volumique (dépendance en a*).

Q18. Léquation ’EULER est :

v _ gradP n ?VO]

ot p p
- — ov dP
ici fyo1 = O (pas de forces en dehors de la résultante des forces de pression) soit 6—12 =- gra;) ou encore :
( +~)6v_, 0(Po+P)_,
—ey=——mT7"2¢
Po+p ot x ox x
ov N _0v oP
PO TPt T ox

De gauche a droite, les termes sont respectivement d’ordre 1, d’ordre 2 et d’ordre 1. D’ol1, en supprimant le terme d’ordre 2
(méthode similaire a 'approximation acoustique faite en cours pour les ondes sonores) :

v oP

PO%5¢ = ox

B
Q19. On a d’une part m(t +dt) — m(t) = a—nZdt. Or m(x, ) = p(x, H)A(x, t)dx donc :

A(Ap)

P20 xdt
ot

mt+dt)—m(t) =

Par ailleurs :

m(t+dt)—m(t) = p(x,t)Alx, v(x, )dt — p(x + dx, ) A(x + dx, Hv(x + dx, t)dt = - dxdt

A(pAv)
0



