PC - Lycée Dumont D’Urville

Essentiel diffusion thermique
Les grandeurs physiques:
La température T en K.

s . - _2 _ _
Le vecteur densité de courant thermique jg en J.m 27l =Wwm™

La loi de Fourier:

—
jo = —AgradT ou A est la conductivité thermique d’autant plus petite que le matériau est isolant.
Unité: [A] = Wom ™' K ~! ('unité se retrouve avec la loi de Fourier et le gradient qui est en m™1).

Cette loi traduit que le transfert thermique se fait des fortes vers les faibles températures.

Le systéeme élémentaire en coordonnées cartésiennes:

C’est le systeme de section S compris entre x et x + dz.

La puissance qui entre par diffusion dans le systeme
est P. = jo(z,t)S ou encore 1'énergie qui entre dans dx.t)

le systeme entre ¢ et ¢t + dt est 0Q. = jo(x,t)Sdt.
section
La puissance qui sort du systeme par diffusion est

P, = jo(x + dz,t)S ou encore 1'énergie qui sort du !
systeme entre t et t + dt est 0Qs = jo(x + dz,t)Sdt. X x+dx  Ox

Ojg(x,t)
ox

Rq: 6Q. — 6Qs = — Sdxdt avec un DL.

Le systéme élémentaire en coordonnées cylindriques:

C’est le systeme compris entre les cylindres de rayons r et r + dr et de hauteur h.

La puissance qui entre par diffusion dans le systeme M)

est P. = jo(r,t)2nrh ou encore lénergie qui en-

tre dans le systeme entre ¢t et ¢ + dt est 0Q. =

Jo(r,t)2mrhdt. ] Q)
La puissance qui sort du systeme par diffusion est »>

r+ar

P, = jo(r + dr,t)2n(r 4+ dr)h ou encore ’énergie
qui sort du systeme entre ¢ et ¢ + dt est 6Qs =
Jo(r+dr,t)2m(r + dr)hdt.

Ce systeme a pour volume dr = 27rhdr (surface du
petit cylindre fois I’épaisseur dr).

9(jq(r,t)r)

2mhdrdt avec un DL.
or

Rq: 0Qe —6Qs = —

Le systéme élémentaire en coordonnées sphériques:

C’est le systeme compris entre les spheres de rayons r et r + dr et de centre O.

La puissance qui entre par diffusion dans le systeme M)

est P. = jo(r,t)4mr® ou encore l'énergie qui en-

tre dans le systeme entre ¢t et ¢ + dt est 0Q. =

jo(r, t)dmridt. ] Q)
La puissance qui sort du systeme par diffusion est »>

Py = jo(r + dr,t)dn(r + dr)* ou encore l'énergie
qui sort du systeme entre ¢t et ¢ + dt est 6Qs =
jo(r+ dr,t)n(r + dr)?dt.

Ce systeme a pour volume dr = 47wr?dr (surface de
la petite sphere fois 1’épaisseur dr).

; 2
Rq: 6Q. — 6Q, = —W@rdmﬁ avec un DL.



Ecrire un bilan d’énergie en régime stationnaire:

On définit et on représente le systeme élémentaire étudié et on écrit: en régime stationnaire la température
du systeme est constante donc la puissance regue par le systeme est égale a la puissance perdue: P, = P,.

A vous d’exprimer les puissances recues et perdues en fonction des phénomenes présents (diffusion, produc-
tion d’énergie ...)

Ecrire un bilan d’énergie en régime variable:

On applique le premier principe de la thermodynamique au systéme élémentaire entre ¢ et ¢ + dt soit:
dU = W 4 46Q.

avec 0W = 0 pas de travail des forces de pression
avec 6Q) = + le transfert thermique recu — le transfert thermique perdue.
Le systeme élémentaire a pour volume d7, pour masse volumique p et pour capacité thermique massique c.

La variation d’énergie interne de ce systeme entre t et t + dt s’écrit:

oT
avec dU = pdre(T(x,t 4+ dt) — T(x,t)) = pchE(x, t)dt en coordonnées cartésiennes

T
avec dU = pdre(T(r,t + dt) — T(r,t)) = pdrc%—t (r,t)dt en coordonnées cylindriques ou sphériques

Résistance thermique:

Définition: la résistance thermique est définie par analogie avec la loi ’'Ohm U =V} — Vo = Riou Vj — V5
est la différence de potentiel qui met les charges en mouvement.

T =T h
On définit la résistance thermique par Ry, = ———= Pihou @ Rth
Pin T1 T2
Unité: [Ryp] = KW 1 T2 -

ou AT =Ty —T5 est la différence de température qui crée le transfert thermique et Py, = jgS est la puissance
thermique.

La résistance thermique est d’autant plus grande que le systéme est isolant donc qu’il laisse peu passer le
transfert thermique.

Les résistances thermiques sont en série lorsqu’elles sont traversées par la méme puissance thermique.

Les résistances thermiques sont en parallele lorsqu’elles sont soumises a la méme différence de température.

Ezxpression lorsque la diffusion se fait selon une direction fize Ox, Oy ou Oz:

matériau de

L . e e
conductivits A surface La résistance thermique s’écrit Ry, = —
s

AS

T1

Méthode pour démontrer cette expression: on prend le systeme élémentaire compris entre x et x+dz: on fait
un bilan d’énergie en régime stationnaire, on en déduit que jg ne dépend pas de x et que T'(z) = Az + B.

On trouve A et B avec les conditions aux limites T(xz = 0) = Ty et T(z = e) = T>. On en déduit

(Tl — Tg))\s T1 — T2 N (&
= d’ot Ry, = —.
e R 0TS

PchjQS:

D’autres expressions de la résistance thermique: il faut savoir faire les démonstrations de Ry, en cylin-
driques et en sphériques: on écrit la conservation de I’énergie pour le systeme élémentaire, on montre qu’en
régime stationnaire Py, est une constante, on écrit Py, = jo.S et on remplace jg par son expression avec la
Ty —Ts

loi de Fourier, on sépare les variables T et r et on integre, on en déduit Ry, en identifiant avec Ry, = iz
th



Equation de diffusion thermique:

oT A
On combine I’équation de conservation de ’énergie et la loi de Fourier et on trouve s = DAT avec D = —.
pc

oT
En régime stationnaire: v 0, I’équation de diffusion thermique devient AT = 0.

o*r n o*T L 0*T
ox?  Oy? 022
en coordonnées cylindriques ou sphériques, le laplacien est donné.

avec en coordonnées cartésiennes: AT =

Rq 1: quand on change t en —t cela revient a changer le sens du temps et I’équation est modifiée, cela veut
dire que le phénomene est irréversible.

T T D A
Rq 2: par une analyse dimensionnelle: — = D— soit t = — = : temps pour que la diffusion se fasse
t 2 2 pex?

sur la distance x.

Equations a résoudre:

T T T,
Ezxemple 1: T vérifie I'équation différentielle de la forme — — — = ——
dz? 02 02

T, T
La solution particuliere est constante donc elle vérifie ——2 = ——26 soit T, = T,

62 0

1 1
2_520501‘57“::&5. On a donc

La solution générale se trouve en écrivant 1’équation caractéristique: r
T, = Ae™®/% 4 Bet?/9,

La solution est T'(z) = Ae™%/% + Be*t®/% £ T,. On trouve A et B avec les conditions aux limites.

1d,6dT P
E le 2: T vérifie 'équation —— (r—) = —=.
xemple vérifie 'équation — T(r dr) D
d , dT pr
0 Itipli D —(r—) = ——.
n multiplie par r dr(rdr) i)
. L .o d pr?
On intégre une premiere fois par rapport a r: r— = —=— + A.
dr 2D
T pr A
On divi P ==t
n divise par r: — 5p T 7
pr?
On intégre & nouveau par rapport a r: T'(r) = ) +Alnr+ B

Au sujet des constantes d’intégration: certaines constantes d’intégration sont nulles car le terme diverge:
A

Exemple 1: soit T'(r) = — + B défini pour » < R : T diverge pour r =0 donc A =0
r

Exemple 2: T(z) = Ae®/4 4+ Be™*/? défini pour z > 0 : Ae®/? diverge pour 2 — oo donc A =0
Exemple 3: T'(z) = Ae®/? 4 Be™*/? défini pour z < 0 : Be~*/? diverge pour 2 — —oo donc B = 0

A
Remarque: soit T'(r) = — + B défini pour Ry < r < R, aucun terme ne diverge pour r compris entre Ry et

r
R5 donc on cherche A et B qui a priori ne sont pas nulles.



