
PC - Lycée Dumont D’Urville

DS 6 de physique
I. Correction : circulation du sang dans une artère

1. On a P (z = 0) = PA et P (z = L) = PB. Pour PA > PB, le fluide s’écoule selon +Oz car il s’écoule des
fortes vers les basses pressions donc v(r) > 0.

2. L’équation de Navier-Stokes s’écrit:

ρ(
∂−→v
∂t

+ (−→v .
−−→
grad)−→v ) = ρ−→g −−−→

gradP + η∆−→v

Cette équation est en N.m−3.

∂−→v
∂t

+ (−→v .
−−→
grad)−→v est l’accélération de la particule fluide

Dans le membre de droite, il y a les forces volumiques: poids, pression et viscosité.

3. En régime stationnaire on a
∂−→v
∂t

=
−→
0 .

L’accélération convective se calcule en deux temps: −→v .
−−→
grad = v(r)

∂

∂z
et (−→v .

−−→
grad)−→v = v(r)

∂

∂z
(v(r)−→ez =

−→
0 .

La force de pression s’écrit −−−→
gradP = −∂P

∂z
−→ez = −PB − PA

L
−→ez .

Le poids est négligé.

La force de viscosité s’écrit η∆−→v = η
1

r

d

dr
(r
dv

dr
)−→ez (attention: le vecteur vitesse est selon −→ez , le Laplacien de

−→v est aussi selon −→ez).

D’où l’équation de Navier Stokes en projection sur Oz: 0 = −PB − PA

L
+ η

1

r

d

dr
(r
dv

dr
) soit

d

dr
(r
dv

dr
) =

(PB − PA)r

ηL
.

On intègre une première fois par rapport à r: r
dv

dr
=

(PB − PA)r
2

2ηL
+A soit

dv

dr
=

(PB − PA)r

2ηL
+

A

r

On intègre une deuxième fois par rapport à r: v(r) =
(PB − PA)r

2

4ηL
+A ln r +B.

Tout d’abord, on remarque que v(r) contient un terme explosif, soit un terme qui diverge: ln r diverge pour
r → 0 donc A = 0.

On trouve B avec la condition aux limites: le fluide visqueux adhère aux parois soit v(r = a) = 0 (attention
en coordonnées cylindriques r > 0 et r = a contient tous les points à la surface du cylindre). On a donc

v(r = a) = 0 =
(PB − PA)a

2

4ηL
+B.

D’où le champ des vitesses v(r) =
(PA − PB)

4ηL
(a2 − r2).

4. Le débit volumique s’écrit Dv =

∫∫

v(M)dS(M) où M est un point de la surface perpendiculaire à la

vitesse, ici cette surface est un disque et M est repéré par r et θ sur ce disque soit dS = dr r dθ.

Donc Dv =
(PA − PB)

4ηL

∫ 2π

0

dθ

∫ a

0

(a2r − r3)dr =
(PA − PB)

4ηL
2π(

a4

2
− a4

4
) =

(PA − PB)πa
4

8ηL
.

5. Dans la loi d’Ohm: U = V1−V2 = Ri, U est la différence de potentiel qui met en mouvement les charges
et i est un débit de charges.

Dans PA − PB = RHDv: PA − PB est la différence de pression qui met en mouvement le fluide et Dv est le
débit de fluide.

On a RH =
PA − PB

RH

=
8ηL

πa4
: la résistance hydraulique mesure l’opposition du fluide à passer dans le tuyau,

plus la résistance est grande plus le fluide a du mal à passer, le débit volumique est faible.

L’expression de RH montre que la résistance est grande quand le fluide est très visqueux (η grand), quand
le tuyau est long (L grand) et étroit (a petit).
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6. Dans l’artère le débit volumique se conserve donc les résistances associées aux différents tronçons sont
parcourues par le même courant, les résistances sont donc en série.

Le modèle électrique de l’artère est composée de R0 =
8ηL

3πR4
0

et R1 =
8ηL

3πr4
0

. La résistance équivalente est

2R0 +R1.

PA-PB

R0 R1 R0
Dvs

PA PB

Artère saine: PA − PB =
8ηL

πa4
Dv.

Artère avec sténose: PA − PB = (2R0 +R1)Dvs =
8ηL

πR4

0

(
2

3
+

R4
0

3r4
0

)Dvs

On a donc
Dvs

Dv

=
1

2

3
+

R4

0

3r4
0

< 1 car 2

3
+

R4

0

3r4
0

> 1. Donc le sang s’écoule moins bien dans une artère sténosée,

d’où le danger pour la santé.

II. Correction: aquarium

A- Vidange d’un aquarium

1. L’écoulement est quasi-stationnaire et incompressible, le fluide est parfait et il n’y a pas de pièces mobiles,
on peut donc appliquer la relation de Bernoulli sur une ligne de courant.

J’applique Bernoulli sur une ligne de courant partant d’un point A à la surface de l’eau dans l’aquarium et
un point B situé au niveau de la sortie de l’eau sur l’embout.

PA + ρgzA +
ρv2A
2

= PB + ρgzB +
ρv2B
2

avec PA = PB = P0, zA = z(t), zB = 0 et par conservation du débit

volumique pour l’écoulement incompressible on a vAa
2 = vBs.

On en déduit donc ρgz(t) +
ρv2A
2

= +
a4ρv2A
2s2

d’où la vitesse en A : vA =

√

2gz(t)
a4

s2
− 1

.

2. La vitesse est égale à la dérivée de la position par rapport au temps le point A a pour position z(t) donc

on a vA = −dz

dt
(ne pas oublier le signe −, z diminue donc

dz

dt
< 0 et vA > 0).

On a donc une équation différentielle non linéaire, que l’on résout en séparant les variables:
dz

dt
= −

√

2gz(t)
a4

s2
− 1

soit

∫

0

a

dz√
z
= −

√

2g
a4

s2
− 1

∫ τ

0

dt (l’aquarium se vide jusqu’à ce que z = 0).

On a donc [2
√
z]0a = −2

√
a = −

√

2g
a4

s2
− 1

τ d’où τ =

√

2a

g

√

a4

s2
− 1.

3. Ordre de grandeur du terme
∂−→v
∂t

:
vA

tf
=

g
S2

s2
− 1

On a donc
||∂−→v

∂t
||

g
=

vτ

g
=

vAτ

g
=

√

z

a

√

1
a4

s2
− 1

z est de l’ordre de grandeur de a

a2 est la section de l’aquarium et s la section du tuyau qui permet la vidange, on a a2 >> s donc le rapport
√

z

a

√

1
a4

s2
− 1

<< 1 ce qui signifie que le terme ρ
∂−→v
∂t

est négligeable devant ρ−→g dans l’équation de Navier

Stokes, cela justifie que l’on se soit placé dans l’approximation quasi stationnaire.
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B- Pompage de l’eau de mer

4. On applique la définition du débit Qv = vS = vπ
D2

4
soit v =

4Qv

πD2
= 0, 35 m.s−1.

5. Le nombre de Reynolds est défini comme étant le rapport des effets convectifs sur les effets diffusifs, son

expression est Re =
ρvD

η
=

103.0, 35.0, 2

10−3
= 7.105 >> 1: les effets convectifs l’emportent donc l’écoulement

est turbulent.

6. La relation de Bernoulli s’applique pour un écoulement incompressible et permanent, pour un fluide
parfait en absence de pièces mobiles soit ici on peut l’appliquer avant B et après C.

On applique Bernoulli sur une ligne de courant entre O et B: ρgzO + PO + ρ
v2O
2

= ρgzB + PB + ρ
v2B
2

avec zO = 0 m, PO = P0 (pression atmosphérique) et vO = 0 (la surface de la mer ne descend pas, on ne
prend qu’une faible quantité d’eau par rapport à la quantité disponible).

On a donc P0 − PB = ρgzB + ρ
v2

2

On applique Bernoulli sur une ligne de courant entre C et E: ρgzC + PC + ρ
v2C
2

= ρgzE + PE + ρ
v2E
2

avec PE = P0 (pression atmosphérique) et vE = 0 (la surface de la surface ne varie pas en régime quasi
stationnaire, on pompe peu d’eau par rapport à la quantité présente).

On a donc P0 − PC = ρ
v2

2
+ ρg(zC − zE).

7. La masse δme qui entre dans le système Σ entre t et t+ dt s’écrit δme = Dmdt = ρQvdt d’où E∗

m(t) =

Em(t) + ρQvdt
v2

2
+ ρQvdtgzB.

La masse δms qui sort du système Σ entre t et t+ dt s’écrit δms = ρQvdt d’où E∗

m(t+ dt) = Em(t+ dt) +

ρQvdt
v2

2
+ ρQvdtgzC .

On a donc
dE∗

m

dt
=

E∗
m(t+ dt)− E∗

m(t)

dt
= 0 car zB = zC et vB = vC = v.

8. En B, la force de pression exercée sur le système Σ s’écrit
−→
FB = PBπ

D2

4
−→ex d’où la puissance PB =

−→
FB.

−→v = +PBπ
D2

4
v = PBQv > 0: la force de pression à l’entrée du fluide est motrice.

En C, la force de pression exercée sur le système Σ s’écrit
−→
FC = −PCπ

D2

4
−→ex d’où la puissance PC =

−→
FC .

−→v =

−PCπ
D2

4
v = −PCQv < 0: la force de pression à la sortie du fluide est résistante.

9. Le système Σ subit son poids (de puissance nulle), les forces de pression, les actions de la canalisa-
tion sur le fluide de puissance nulle car les forces sont perpendiculaires à la vitesse du fluide et la force

exercée par la pompe. Le théorème de la puissance mécanique donne:
dE∗

m

dt
= Pm + PB + PC = 0 d’où

Pm = −PB − PC = (PC − PB)Qv = Qvρg(zE − zC + zB) = 2, 7 kW .
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