PC - Lycée Dumont D’Urville , )
TD 1 ondes mécaniques

I. Ondes le long d’un ressort

1. Le ressort est vertical, il est accroché au plafond et on suspend a ce ressort une masse m = 20 g.
Il s’allonge sous l'action du poids de la masse, a 1’équilibre, le poids de la masse et la force de rappel

se compensent on a F,. + mg = T avec F = —koAtW ressort vers M = —kAle; en prenant Oz vertical
descendant.
On a donc mgeZ — kAle ﬁsmtk_ﬁ_élN/m

2. On étudie le systeme élémentaire compris entre x et x + dx a ’équilibre.

Sa longueur & l'équilibre: Iy = dz /\/\/\/\/(

Sa longueur en présence d’une onde: | = = + dx + x ‘ xedx |
o0& x+E(x, 1) x+dx+E( x+dx, t)
&l +de,t) —x — &(x,t) = do + 6—d:17
x

19)

Son allongement: [ — [y = —gdx
Or

Son allongement relatif: —lo = %
0 (9.%‘

3. La tranche de ressort comprise au repos entre = et x + dz, a pour masse pgdz et subit la force de Hooke

0
a droite en x + da: I*T>'d(:v + dz,t) = kolo g(90 + dz,t)e; et la force de Hooke & gauche en x: F g(x,t) =

Ox
—Fy(z,t) = _koz()%(x,t)az.
. . Ny . ¢, 23 9€ N
On applique la RFD a ce systéme élémentaire: Mdewew kolo(8 (x + dx,t) — 3 —(x,t))e;
z
0? 0?
soit en faisant un DL car dx petit: podr—— BT 3 koloa g(x, t)
2 2
&(x,t) vérifie donc I’équation de propagation % — %% =0
. ) . . kolo kol2
On reconnait une équation de d’Alembert avec pour vitesse des ondes ¢ = 4/ —— = {/——. L’onde va
Ho mo

d’autant plus vite que le ressort est tendu (ko grand) et que sa masse est faible (mg petite). AN: ¢ =4,7m/s.
2

F kg.m.s~
Unité: [k] =[] = WG WA
kol? B kg.s72m? 12 _ 1
[ m—o] = (T) =m.s
II. Ondes sur une corde oy T_d(x+dx,t

1. On considere 'élément de corde situé entre x et y(x+dx, t) a(x+dx, t)

x + dz de masse pudz, il subit:
son poids: dmg = —pudzge;

les forces de tension a droite et & gauche: ﬁ(x—l—d:z:, t) y(x,t)
g —
et Tg (ZZ?, t) Tg(

Ty(x + dw, t) = ||Tyl|(cos oz + dx, t)eg + sin(a(z + dx, )& = || Tall (@ + a(z + dz, t)&]) car a petit
et ﬁ(m,t) = ||f>]||(— cos a(x, t)eg — sin(a(z, t))e)) = ||T |[(—&2 — a(z,t)E)) car « petit
La RFD appliquée a ce systeme s’écrit:

9?
pda & = —pdage + Ta(a + do, ) + Ty (a1



En projection sur Oz: ||ﬁ(3: + dz,t)|| = ||7_”g>(x,t)|| soit la norme de la tension ne dépend pas de z et
— =
[Tall = |ITyll = To
0%y Ja
En projection sur Oy: pdr—= 2 = —pdxg + To(a(x + dz, t) — a(z,t)) = —pgdr + Toa—dx.
x

70 = car dx petit

En assimilant le petit bout de corde a un segment on a tan a(z,t) =

0
et tan « &~ « car « petit d’olt a(x,t) = 8_y
x
) ] aQy o2
On remplace dans la projection de la RFD sur Oy: MW = —ug + TQW.
x
02 1 0% T
On obtient une équation de propagation de la forme ey _ 99 9 _ 0 oit ¢ = —2: vitesse des ondes
o0r2 2 ot2 2 1
sur la corde. C’est une équation de d’Alembert avec un terme supplémentaire lié au poids.

2. On considere ’élément de corde situé entre = et

—

x + dz de masse udx, il subit: O Td( x+dx, t
les forces de raideur a droite en x + dx et a gauche y(x+dx,t)T-------------= =7 L alxrdx, t)
3 = i
- = Yy Fg(x,t —
en z: Fy(x +dx,t) = —Fy(z + dz,t) = —’y@(:zr—k 9 )l i‘ Fd(x+dx, t)
o3 i
dz, )& et Fy(w,1) = y55 (.07 y(x, 1) [ = - - ¥ |
: ‘ x ; |
les forces de tension & droite et & gauche: ﬁ(x—kdm, t) Tg(x, t) :
et T;(J:, t) )4 N XFax

f;(x +dx,t) = ||1_1>d||(cos a(z + dz, t)eg + sin(a(z + dx,t))e)) = ||Td||(ew + a(z + dz,t)€]) car « petit
et Ty(x,t) = ||To||(— cosa(x, t)eg — sin(a(z, £))E;) = || Tall(—ez — al@, t)E)) car a petit
La RFD appliquée a ce systeme s’écrit:

0?
pdx 81532/—) Fg(ac, t)+ 17;(:10 +dx,t) + T;(:C +dz,t) + ﬁ(m, t)
En projection sur Ou: ||1—1>d(x + dz,t)|| = ||1_“q>(x,t)|| soit la norme de la tension ne dépend pas de x et
= = ‘
ITall = [IT5ll = To
2y 83 aBy a4y
EH;)IOJGCUOH sur Oy: pdr—— 52— (78 3 (x—i—dac t)— 923 (x, ) +To(a(z+dz, t)—alx, b)) = —vdaca < (z, )+
Toa—adx
dzx,t) — t
En assimilant le petit bout de corde & un segment on a tan a(z,t) = ylz + x,d) y(z,t) = % car dz petit
x x
0

et tan o &~ « car « petit d’olt a(x,t) = 8_y

x

0? o 0?

On remplace dans la projection de la RFD sur Oy: 8t2y = Vo ‘Z(:z: t) + Toa—xz

0? 102 o* T
On obtient une équation de propagation de la forme: ¢y 99 T9Y 0 avec ¢ = | —2. Pour v=0
I

on retrouve bien une équation de d’Alembert.

. 0
Avec la solution proposée de la forme y(z,t) = Yoe? @R on a a—% = jwy et 9 _ —jky

ox

On remplace la solution de la forme y(x,t) = yoe’ k) dans I'équation de propagation: —= — — —= —
= x
v 0%y

TO (91:4
soit (— k)% — 5 ()% — - (~jk)*y =
<z CQ <z TO <z
—W? %2
soit en simplifiant par y: —k? — e 2 0 dott w=key/1+ i
- 62 TQ TO



III. Propagation dans un cable coaxial

i 0
On écrit les lois de comportement des dipOles: u; = ldxa—z et i, = vd;va—?.
On applique le loi des noeuds: i(z,t) = i,+i(z+dz,t) ul
) . Id .
soit i(z +dx,t) —i(z,t) = —iy avec dz petit da:a—; = i(x 1) mx P (x+dx, t)
. ou :
—i = —ydr—. iy
ot L
. . . u(x, t) f— u( x+dx, t)
On applique la loi des mailles: u(z,t) = u(z+dz, t)+ yax
up soit u(x + dx,t) — u(z,t) = —u; avec dr petit
U 7
dxa—x = —u = —ldxa

On obtient donc les équations différentielles % = —7% e % = —l%.
0% 0 ,0u 0 ,0u 0%

i .
53 = _7%(5) _»YE(E) = fylw. On obtient

1. On dérive la premiere équation par rapport a x:

0% 0% 1
une équation de d’Alembert 8—172 —~l 8_t; = 0 avec pour vitesse des ondes ¢ = ﬁ
2 ; ; 2

On dérive la deuxieme équation par rapport a x: % =— %(%) = —l%(%) = l”ya—tl;. On obtient une

équation de d’Alembert O 182u 0 avec pour vitesse des ondes c !
— —7l—=5 =0av A\ =—.
q 022 ' o P NGt
di dt
Pour les unités on utilise u = Ld—z donc [L] = [Z—Z] = % =H
b adu idt, As
On utilise ¢ = e soit donc [C] = [@] =3 =
. 1/2 -1 —1y1/2 VsAs 1/2 2 -2 1 . NN .

soit [(Iy)"*] = (Hm™ " Fom™")"/* = (—=—=m™")"/? = s°m™" donc — est bien homogene & une vitesse.

AV Viy

2 82
2. On a u(x,t) = ugcos(wt — kx) soit a—tg = —w?u et a—z = —k?u. En remplacant dans ’équation de
x
d’Alembert on trouve k = .
¢
i ou
Je choisis d’utiliser: — = —y—
isis d’utiliser: o o
Ona < in(wt — ka)
na— = —wugsin(wt — kx
ot 0
it i ou in(wt — k)
soit — = —y— = ywug sin(wt — kz
ox ot MM
R . Ywig y .
On intégre par rapport & x: i(z,t) = cos(wt — kx) = cyugp cos(wt — ka) = Tuo cos(wt — kx) (j'ai
e w 1 o
utilisé k = — et c = \/T) La constante d’intégration est nulle car les constantes ne se propagent pas.
c v
. , y s . Ou 01
On peut trouver le méme résultat en partant de I’équation Pt - 5
x
Ona 2% = L kugsin(wt — k)
na — = +kugsin(wt — kx
ox 0
i 10u kug
soit — = ——— = ———ssin(wt — k
Yot T lox [ sin(wt = k)
R <, kug U 0 e
On integre par rapport & t: i(z,t) = T cos(wt — kx) = T cos(wt — kx) = Tuo cos(wt — kx) (jai utilisé
w c
w 1 o .
k = — et c= —=). La constante d’intégration est nulle car les constantes ne se propagent pas.

¢ Viy



IV. Fissurometre
1. On assimile le cable & un cylindre de volume wR?L soit de masse m = pmR%L, on en déduit sa masse

linéique p = % = prR?*=0,10 kg.m™*.

2. La tension T de la corde est égale en norme a la force de rappel du ressort soit Ty = kA = 102.0,015 =
1,53 N.
2
3. L’équation de propagation que vérifie 'élongation y(z, t) sur le cible est I’équation de d’Alembert 8—3:% —
2
%@ =0 avec c = E.
2 Ot? m

On remplace la solution proposée dans ’équation de d’Alembert:
1 2
I (x) sin(wt) — —2(—w2f(x) sin(wt)) = 0 apres simplification par sin(wt), on a f”(x) + w—zf(x) = 0, on
c c
reconnait un oscillateur harmonique de pulsation propre k& = d soit de solution f(x) = Acos(kx)+ B sin(kx).
c

On cherche une solution y(z,t) = f(x) sin(wt).
Le cable est fixe en z = 0 soit: y(z =0,t) = f(z = 0) sin(wt) = 0 impose f(z=0)=A4A=0

Le cable est fixe en = L soit: y(x = L,t) = f(z = L)sin(wt) = 0 impose f(x = L) = Bsin(kL) = 0.
On ne peut pas prendre B = 0 car dans ce cas y(x,t) = 0 tout le temps et pour tout z, on doit donc avoir

sin(kL) = 0 soit k,L = nt = “n Pon Wy = "€ On en déduit les fréquences propres f, = “n _ 1
c L 2 2L
La fréquence du fondamental est pour n = 1 soit f; = %
) — c V1o . )
4. La fréquence de vibration du cable dans le mode fondamental est f; = — = avec Tj qui est égale

2L \/u2L
au produit de k avec l'allongement du ressort. Quand la longueur du ressort augmente parce que la fissure

s’agrandit, la force de rappel du ressort augmente et donc la tension T augmente, cela fait augmenter la
fréquence de vibration de la corde. La mesure des variations de fréquence de vibration du cable permet de
mesurer la variation de la largeur de la fissure.

VEA

Ji2L
k(A + d)
Ji2L

Lorsque le ressort est étiré de A, on a f1 =

Lorsque le ressort est étiré de A +d, on a f] =

f1 [A+d
On a donc == =/ —— = 1,0033.
fi A

V. Guitare node fondament al
Sur la corde se forme une OS avec deux noeuds aux
extrémités. Dans le mode fondamental qui corre-
A
spond & la fréquence que 'on entend on a L = ?1 L
. Cc c To
soit = — = —avecc=4/—.
h N 2L 1

T
Soit ¢ = 2Lf; = | -2 donne Tp) = AL%fRu = ALfim avec m = pr(d/2)*L = 2,8.10° kg et Ty = 267 N.
\/ i

Je note L1 = 62 cm la longueur de corde qui émet la fréquence f; = 196 Hz.

Je cherche L la longueur de corde qui émet la fréquence fy = 2.196 = 392 Hz.

L
Pour la méme tension de corde et la méme masse linéique, on a Ty = 4L%f12u = 4L§f22u soit Lo = }fl =
2
62.196
5106 31 ¢m pour émettre la fréquence 2.196 = 392 Hz.



