PC - Lycée Dumont D’Urville .
Correction

[. Détatouage par laser

1. Les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent:

oF

Maxwell Ampere: r?t? = HOGOE

Maxwell Faraday: rotﬁ 8

Maxwell Gauss: divﬁ =0
Maxwell Thomson: divﬁ =0
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2. On écrit de deux manieres différentes rot(rotﬁ).

— 6§ tﬁ 2?

Soit rot rotﬁ = rot(— 815 — €0 —=—5— 92
Soit Tot(tot E) = graddivE — Aﬁ - _AE.
2E

On en déduit donc I’équation de propagation de type d’Alembert Aﬁ — Hofo g = 0. La vitesse de
1
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3. On remplace la solution proposée pour le champ électrique dans 1’équation de propagation:

AE = —K°E
82E _ —w2E
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propagation des ondes est donc ¢ =

2
D’ott en remplacant dans ’équation de d’Alembert, il vient k? = w_2 et k= Y
c
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4. L’équation de Maxwell Ampere est modifiée soit r?%g = Lo€p

ot
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Et de méme ’équation de propagation devient AB HO€0Er —r5 92 0 ou encore AB ; 5z =
2
. . . 2 €rw
La relation de dispersion donne alors k* = =
c
5. Avec k = k' — jk”, le champ électrique en notation complexe s’écrit E = Eoej(”t_klw"’jk”m)ify =

Eoej2k”wej(wt—k'm)u—y> _ Eoe—k”mej(wt—k/m)u—;'
En notation réelle on obtient E = Re(ﬁ) = Eoe "7 cos(wt — k'z) .

On reconnait le terme de phase wt — k’z qui caractérise une propagation selon +Ozx

Et le terme Eoefk”z désigne I'amplitude de 'onde qui diminue quand z augmente soit qui diminue quand
I’onde se propage.

L’onde est absorbée par le milieu dans lequel elle se propage.
2 w
=& — =k soit k" =0
c

k est donc un réel positif, 'onde se propage selon +Ox sans étre absorbée, son amplitude est constante.
k' x
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6. Pour ¢, réel positif, la relation EQ = —T2
c

7. k" intervient dans le terme d’amplitude e~ Il fait donc apparaitre une longueur caractéristique

appelée épaisseur de peau égale a § = c’est la distance sur laquelle 'onde se propage dans le milieu.
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Plus k" est petit et plus ¢, la profondeur de pénétration de 'onde dans le milieu est grande, ici on cherche
justement a ce que 'onde atteigne les pigments sans endommager la peau donc on cherche avoir § grand soit

k" petit.

Pour l’eau, il faut utiliser des longueurs d’onde inférieures a 900 nm. Pour la mélanine, il faut utiliser des
longueurs d’onde les plus grandes possibles. Pour 'oxyhémoglobine, il faut utiliser une longueur d’onde de
700 nm.
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8. On utilise la notation complexe E = ej((“’t_ oM VEq
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On applique I'équation de Maxwell Faraday: rotﬁ _8— avec en notation complexe r—o_%E =—jk AE et
0B K AB
8—? = wa. On trouve donc la relation de structure E

%
Ici I'onde se propage selon +Oz donc le vecteur d’onde s'écrit k = (k' — jk")uy
Le champ électrique s’écrit E = Eoe*k” J(wt—k'x )u—;.

P I . ﬁ (k/ — jk//) —k'z _j(wt—k'z) > A

On en déduit le champ magnétique en notation complexe: B = Eye e’ ughuy, =

/ - 1.1 !/ = 1.7
(k - ]k )Eoefk”xej(wtfk’z)@ _ k_EOefk”zej(wtfk’x),lTZ} _ &Eoefk”zej(wtfk’x)@'
w w
On trouve le champ magnétique en notation réelle en prenant la partie réelle du champ magnétique complexe.
Avec Re(e/@=+2) = cos(wt — k'z)

Avec Re(jej(“t_k/w) =— sin(wt —K'z)

k// .
On a done B = —Eoe "7 cos(wt — K'x)ul + — Eoe " sin(wt — K.
w
BA? 1 Z K _k”mE
9. Le vecteur de Poynting est défini par = = —Foe *'% cos(wt — K'z)uy A < 0 cos(wt —
Ho Ho
ke~ k'x Ere— k't |lo—K'z e k't B
K'z)+ e = sin(wt — k'z)ul = 0¢ [ c 0 cos®(wt— k'z) + e o sin(wt — k'z) cos(wt —
w o w w
k)i

La valeur moyenne de cos?(wt — k'x) est 1/2.
La valeur moyenne de sin(wt — k’z) cos(wt — k’z) est nulle.
Eoe—k”m k/e—k”wEO . k/Ege—Zk”;E s

r =

240 w 2pow

On a donc pour la valeur moyenne du vecteur de Poynting < ﬁ >=

10. Le systeme élémentaire de pigment compris entre = et x + dx regoit la puissance P = / ﬁ >d

dsT
— - —
ou 7 est orienté vers I'intérieur du systéeme pour compter ce que le systéme recoit. Ainsi en z, on a 7 = u,

et en x + dzx, onaﬁ:—u_;.

—dR
Ainsi la puissance recue est P =< ﬁ(x) > S+ < ﬁ(m—i—d:v) > S(—up) = (R(z)— R(z+dx))S = d—Sd:v
x
k’E‘ge’Zk”z _dR B _2k//k/Egef2k”x

avec R(z) = soit — =
(z) 20w dx 2w
k//k/E2672k”x
Ainsi la puissance recue est P = ——2— Sdz d’on la puissance recue par unité de volume p, (z) =
How

P k//k/Egefwc”x

Sdr Liow '
r=1L "
11. Ona 2%((70;))) =e 2 Lr = 0,9 avec L, = 1 um et k" = 5.10* m~" ainsi la puissance varie trés peu
Du(T =
a l'intérieur du pigment on peut la considérer uniforme.
- .

12. La loi de Fourier sécrit j = —ApgradT’, elle signifie que la chaleur diffuse des fortes vers les faibles
températures.

13. Soit le cylindre élémentaire de pigment d’axe de révolution (Ozx) compris entre = et = + dx et de
section S. On lui applique le premier principe de la thermodynamique entre les instants ¢ et ¢ + dt: dU =

Sdzppep(T(x,t +dt) —T(z,t)) = W + Q.

avec W =0 et §Q = j(x,t)Sdt — j(z + dx,t)Sdt + p,dtSdx = —g—dexdt + p,Sdtdzx.
x

T
OnadoncdU = S d:z:ppcp%—tdt = gj Sdxdt+p,Sdtdz soit apres simplification par Sdxdt et par application
oT 0j o*r
de la loi de Fourier j = —)\g—g: Prio gy = —a—j + Py = )\pa 5 T Do
RN o or 0*T
14. Enne gardant que les termes relatifs a la diffusion on a p,c, — e =5 92 soit par analyse dimensionnelle



T T ppcpL? 8
PpCp = Ap—5 d’ou le temps de diffusion 7 sur une distance de l'ordre de Ly: 7= —2 =510"% s.
z P
15. La durée de I'impulsion laser est courte devant le temps de diffusion donc on peut supposer que la

diffusion n’a pas le temps de se faire pendant la durée de "impulsion. Ainsi dans I’équation de diffusion

oT 0T
ppCpE = APW + p, on peut négliger le terme de diffusion /\p% devant le terme lié a 'onde laser p, soit

a résoudre PrCr 5y = P

Do
PpCp

16. La température a la fin de I'impulsion laser est la température au temps ¢t = 1 ns.

On intégre par rapport au temps pour avoir T(t) soit T'(¢) =

t+T(t=0).

On a T(t = 107%) = 2030°C: le pigment n’atteint pas cette température, il est déstructuré avant.



