CORRIGE CENTRALE PC | 2025

Vitesses mécaniques et célérités des ondes

Corrigé rédigé par Marc LEGENDRE et Marc STRUBEL (marc.strubel@wanadoo.fr).
Merci a Marc TULOUP pour son aide a la Q13.
Ce corrigé peut (doit ?) étre distribué a vos éléves dés 2025.

Partie A . Mécanique et célérité de la lumiére

Q1.0na:
dk+1

r — k . r —
=t —— 5t = T —/—
Co 0
La soustraction de ces deux équations fournit :

dk+1:dk+C0(t'k+1_t’k_T) (1)

La période pergue par le récepteur est :
T=ty-t, <2>
Le véhicule se déplacgant a la vitesse v, on a également :
dk+1:dk+v(tk+1_tk) (3>

On déduit des équations précédentes :

, C
T=T—2

Co-V
qui montre que la réception est périodique quelle autre méthode ?
Il s’agit de I'effet Doppler (longitudinal).

Q2. On éléve au carré la relation :

ER,,=ER+*R, R,
et on obtient :
di, =d:+V’T"*+2v T'd,~d;+2v,T'd,
en ne conservant que le premier ordre en v.

Q3. En supposant que 2v, T ' <d, (cette hypothése manque) un DL 1 fournit :
dpo= d+v, T (4)

Les relations (1) et (2) étant toujours valables, on déduit des relations (1) (2) et (4) :

C|T"-T)=v T
4=>T': T
1-v,/c,

Q4. La troisiéme loi de Kepler permet de calculer :
T,=3,73:-10° s=1,04-10°h=3,73-10’ jours=1,18-10"an

Q5. La rotation de Jupiter autour du Soleil étant uniforme, celle de la Terre dans le référentiel
proposé (qu’il aurait été souhaitable de nommer) que nous noterons R, I'est également.
La rotation s’effectuant autour de S, la trajectoire reste circulaire.

La vitesse angulaire de la Terre dans le référentiel héliocentrique est :
wr=2n/T,
La vitesse angulaire de la Terre dans R, est :
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oo'T=ooT-wJ=wT-27I/TJ
s
Remarque : il s’agit ici d’'une composition de vitesses angulaires, totalement HP.

On a finalement :
v=a,0,=2,74-10 km.s™

Un schéma peut éclairer la situation, en effet la vitesse d’éloignement est définie en Q3 comme la
projection sur 'axe ER« de la vitesse, or cet axe varie avec la position de la Terre, et n’est confondu
gu’exceptionnellement avec I'axe Jupiter-Soleil (points B et D). Ce point aurait du étre souleve et un
schéma aurait du étre fourni, car la figure 2 était de ce point de vue particulierement piégeuse.

On va dans la suite confondre ces deux axes, ce qui est trés approximatif comme on peut le voir
sur la figure ci-dessous dans laquelle le rapport entre les distances ST et SJ est respecté.

C
Orbite terrestre
. D S B J
A

Le valeurs extrémes sont alors en A et C, elles sont opposées et égales en norme a v.
La valeur d’éloignement moyenne est donc nulle, on la trouve en B et D.

Q6. Remarque : les questions « peu ou pas guidées » sont peu repérables.
On cherche le retard cumulé sur une demi-révolution terrestre, entre B et D.

Définissons un angle 0 pour la rotation terrestre (figure). On a ici :

V,=VCOS %-9 =v sin (6)

AX

En considérant v, < ¢, la formule obtenue en Q3 s’écrit avec un DL1 en v,/cy:
, \%
T :L:T(1+—X)
1-v,/c, C
Soit ici :
. \%
T-T=T=2=0 -
Co Co

Cette différence est le retard J; pour une période de lo. Pour trouver At/2, on doit maintenant
cumuler tous ces retards entre les positions B et C (entre A et B ce sont des avances).

2



Pendant une durée dt, le nombre de périodes de lo est :

dN=dt/d,
Et le retard : _
N V . o v a8 a,
dt= dN,—sin0=dt—sin 0 =dt — sin 6 =— sin 6d0
Co Co Co Co
On en déduit :

/2
a a
At=2-2 [ sinfdg=2-"
Co o Co

Sur l'orbite terrestre, en assimilant la période dans R, a la période terrestre :

2mna,
Dou :
vT
At= 0
mc,
On en tire :
vT
cp=—->=2-10° m-s™
nAT

Cette valeur est excellente pour I'époque !

Q7. La troisieme loi de Kepler appliqué a lo permet de calculer la masse de Jupiter :
M,=1,90-107 kg
Soit :
M,/M,=10"

On calcule alors la position du centre de masse G :

= MJ o7 8

SG=—-2L—-57=7,78-10° m ~R,

M +M

o+ J

Les centres des deux systemes sont donc extrémement proches a I'échelle des distances des
planétes au soleil.

Remarque : deux pages et demie de corrigé pour les 7 premiers questions ; qui dit mieux ?




Il. Les perturbations séculaires de I'orbite de Mercure

Q8. Ona:

T na :L ;rmin:L
¥ 1-e 1+e

On en déduit :
r -

max rmin 2 rmax rmin 10
e=—T% M _0206 ;p= —"XMN=555.10" m
r + +r .

max min max min

Q9. Le principe fondamental de la dynamique appliqué a M dans le référentiel galiléen d’étude( ?)
permet d’écrire :

GM, _
- u

2 HYro

r

G=t=

E soit K= GM,
m

La force étant centrale, le moment cinétique est constant, ce qui donne bien :
r’f=cte=C,
C. est la constante des aires.

Q10.0n a:

d_{;c _idu"

a0 " 24 do
dv_K du, - = &
46 C dp > ot H

Remarque : la notation H, qui peut rappeler une longueur, mais qui est I'inverse d’'une vitesse, me
semble piégeuse.

Q11. On a donc par intégration :

v=—+r+cte
H
=Hv=u,+A (5)
Au périhélie :
0=0, u,=u, , v=vu,

donc:

A=Au,
La projection sur U, de I'équation :

Hv=u,+Au,

fournit : '
Hr0=1+ Acosf

HC,
= =1+ Acosf

r

HC,
—ar=—
1+ Acos0

On retrouve bien I'équation de la trajectoire, avec :
A=e et p=HC,



max

Q12. En supposant une trajectoire circulaire, de rayon moyen r, =

calcule :

Vy= %:ﬁzl,ﬁo.lo"‘
r Co

m

Tout se passe comme si K subissait une variation relative (1,60-107*)*=3-10"".

En différenciant logarithmiquement la loi de Kepler, on a :

AT _1AK_ o
T 2K

On calcule a I'aide de r, et de la troisiéeme loi de Kepler la période de Mercure :
T=76-10°s = 88 jours

r. .
" =5,8-10" m, on

Un siécle représente N = 415 révolutions, la variation cumulée de période sera de :

At, =415*%10°*76-10° s=3,4 s

tot

Q13. On doit calculer la moyenne temporelle de I accélération relativiste sur un tour, soit :

| — ‘\ J’
rel

0 r CO
On peut remarquer que par symétrie cette moyenne est portée par u,, on calcule donc :
T 2
e\ > = — 1 ¢yK
agare,,>ux=\’areluxt>=—— Y—Z—gcosedt
Y Ty rc
. C
Avec v,=rf=— et r=—2P .
r 1+ecosb
1+ecosh |’

2
9 Ca 2 C
— cosfdt = r(-) cosf dt=—5 |1+ ecosb)| cosGdB——z(
r p p
A l'aide des mtegrales proposées en fin d’énoncé, on a donc :

[m==\_ ¥
(e Uy ) =="5 773
T p

. C.
Soit avec p:?“ :

On adonc:

Q14. On écrit :

Soit :

On calcule :

cos0+2ecos*0+e”cos 9)d9



Ay=2,2-10" rad.s'=14,3" par siécle
On arrive avec y=3 & 43" par siécle.

lll. Propagation de la lumiére dans un fluide en mouvement

Q1. ar=2. L =LAC

2ncC
— 5 DAp=w At= OLAZC
¢ ¢ c, A C

m

Q16. Sans entrainement Ac=0 = Ap=0=AN=0

Q17. On calcule :

Pour le modéle d’entrainement total : AN =

c =1,71. Le modeéle pourra étre validé
(U]

Q18. On aici (il aurait été souhaitable de faire figurer ux sur la figure 4) :

-~ Coe o o Co
cl—;ux+vux ,C2—;ux-vux
Soit en projetant :
Co Co
c,=—+v ;c,=—-V
''n 2 n
C 2 C
Ac=2v ;c, =4/|—= Va2
n n
On retrouve le modéle d’entrainement total.
Q19. Par symétrie :
V-V,
v R
M,
E vevM
1_ R

2
Co
On constate que si V% < % on retrouve la formule classique.

=+
Pour V™= o

=+ . o )
, VA;. *Co, ce qui est conforme a l'invariance de co.
Q20. Pour v,=+ v :

c
v—
n 1], ¢ .
c,= Rv|1-—|+— au premier ordre
\% n n
]___
nc,
Pourv,=- v:



(o

1 ;
c,R-v|l-= +— qu premier ordre
n n
Q21.On aalors :
1
Ac=2v|1-=
n
et
2 2 2
1), ¢ 1| ¢ C 1 C
c,zn= vil-— +—=2[-v 1-— +=2 =(—° v 1-—| =~ =
n n n n n n n
c
=Cm:_0
n

On ne peut donc distinguer le modéle relativiste du modeéle d’entrainement partiel de Fizeau.



Partie B : Mécanique et célérité des ondes acoustiques
Q22. Pour une corde vibrante de longueur d fixée a ses deux extrémités, nous avons montré que la
fréquence du fondamental est

Ca

fim it

Pour d = 200um, on trouverait une fréquence avec la célérité du son dans I’air proche de 10° Hz. Comme
la célérité dans le sable est nettement supérieure, cela ferait une fréquence encore plus grande et tres largement
supérieure a celle trouvée expérimentalement (80 Hz). Ce modeéle ne convient pas du tout.

Q23. L’énergie potentielle de pesanteur est, a une constante pres que 'on peut prendre nulle, E, =
mgz(G) avec z(G) 'ordonnée du barycentre de la boule. On a donc

E, = mgdcost

Le grain sera en équilibre stable si § < 0. Or, en prenant un triangle constitué par G et les barycentres
des deux grains en contact sur la couche inférieure, on a

s r(5-0)+a=-
3 B o =T

s
En effet les 3 barycentres forment un triangle équilatéral dans lequel 'angle entre les cotés est 3 On a

finalement

f=a——
6
L’équilibre est donc rompu si

™
o> —

Q24. [’angle passe de § = a — g af+ g =a+ % En I'absence de frottement, I’énergie mécanique se

conserve de sorte que

1
—muv? + mgd cos(a — E) = —mui + mgd cos(a + z)
2 6 2 6
On a donc, avec la formule proposée

vE =l + 4gdsinasin%

d’ou vE = v? + 2gdsina

Q25. On reprend 'expression précédente mais en tenant compte du choc inélastique :
v = (1 —¢e)v} + 2gdsin

Au cours des chocs successifs la vitesse évolue selon la formule de récurrence
2

vi = (1—e)v +2gdsina

qui correspond & une suite arithmético-géométrique de la forme wu, 1 = yu, + f avec |[y| =1—¢c < 1 et
B = 2gdsin a. D’apres le formulaire fourni, on a donc

> B
Vlim = 1 — v
. 9 2gd sin « 2sin«
soit m = T et K= -




Q26. La fréquence du chant est celle des chocs. On a donc

On a tracé pour les différentes données la fréquence en fonction de ,/a et réalisé une régression linéaire :

100 A

80 1

60 1

40 1

201

0 50 100 150 200 250 300

a

On constate que la fréquence n’est pas tout a fait proportionnelle & \/Z puisque la droite de régression

linéaire est du type y = ax + b. Néanmoins en négligeant b, on obtient a = 0,66 soit k = a? = 0, 44.

Ce modele n’est pas pertinent pour décrire les chant de dunes de plage puisque la fréquence y est nettement
plus grande (de 'ordre du kHz) et les grains de diametre similaire (et le facteur € ne modifie que légérement
la fréquence obtenue).

Q27. A T'équilibre, I’équation de Navier-Stokes projetée selon u. donne

8pst _
92 P9

puisque ¥ est une constante en I'absence d’onde.
L’équation de Navier-Stokes se simplifie donc

v — —
p ((9: + <7 grad)?)) = —grad p; + nA?)

10
Q28. Par définition, y = —

p Op
On a donc a 'ordre 1

Q29. En l’absence de viscosité, I’équation de Navier-Stokes s’écrit en complexe, au premier ordre :
L=
potw . =1kp

et on a donc

N
pow . = kp
5, . . . — ap S,
L’équation de conservation de la masse div (pv') + 5% = 0 s’écrit
—
—pot k .z—i— twp =0



Or, P = pPoXpP

_>
d’ou k z

— XWQ

On obtient donc en éliminant p

poxw? = k?

R w 1
d’ou Cop = — =

= 1560m.s~ !
ko \/pox

Q30. On utilise la définition de I'intensité et ’]3‘ = DPres 10%8/20 = 103Pa pour une intensité de 180 dB.

‘B‘ = poX )Q‘ =4,1.10"*kg.m=3

et ‘7‘ = @ ~ 103m.s7!
' poc

Ces amplitude sont effectivement tres faibles devant pg et c,. L’ﬂjproximation acoustique est 1égitime.

Q31. L’équation de conservation de la masse donne toujours : k& = Xwp
[’équation de Navier-Stokes a ’ordre 1 en complexe implique :

_>
poiwz =ikp— nkzz

d’ott poxw?® = k*(1 + inxw)
2/ 2
soit 2= 2 G ,/C“
1 +npyw

1
On a donc w, = — = 2,0310"rad.s*
n

Pour w < w,, la viscosité est négligeable. Seules les ondes de treés grandes fréquences seront concernées
par la viscosité de 'eau car w, est extrémement grande.

Q32. Larelation de dispersion montre que k est complexe pour des fréquences élevées. k a donc une partie
imaginaire non nulle ce qui implique un phénomene d’atténuation de I'onde acoustique a haute fréquence.

On peut simplifier la relation de dispersion avec un DL a 'ordre 1:

w 1w
k~— (1 — )
Ca 2w,

w2

On obtient la partie imaginaire de k : k7 = — .
2C,We

L’amplitude de la surpression décroit alors en e** et I'intensité acoustique décroit linéairement avec z :

Iz = 20log,, € # 4 cte = 20log,,(e)k”z + cte

101log;,(e)w?

= —201 k7 =
B 0go(e) e

Pour f = 20kHz, limite des ultra-sons, on trouve [ & 0,002dB/km

Pour f = 100kHz, onde ultra-sonore, on trouve § ~ 0, 1dB/km

C’est la valeur mesurée mais la fréquence ne correspond pas au domaine audible !
Q33. On peut proposer une vitesse typique vy = 5km/h.
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On a alors :

—
div (p?) = pdiv ¥ + ¥.grad p~ podiv U + ¥g. grad p

a 'ordre 1
(7 e ) 7 = (Foamd ) 7
v.grad | v = vy.grad | U
Q34. L’équation de Navier-Stokes s’écrit alors:

oY — —
,00877 + po (70. grad) ¥ =- grad p

On peut ’écrire en complexe :
poiwz — Zp(ﬂ}gﬂ)ﬁk'z = Zk?g

soit po (w — kvg cos8) =

De méme I’équation de conservation de la masse —f + div (p?) = 0 donne

iwp=pi k. +wwgk.u =iwpxp

_>
soit (w — cosOuok)xp = k a
On retrouve les deux équations proposées avec
| Q) = kvg cos 0 ‘

Q35. En combinant les deux relations on obtient :
k? = pox(w — Q)

La célérité est donc :
, W
C“:E :ca—i—E:ca—i—vocos@
Cette relation est effectivement analogue a la loi de composition des vitesses : seule la composante de

70 selon la direction de propagation doit étre prise en compte ce qui est tout a fait logique.



