Correction TD absorption-dispersion

[. Exercice II: Propagation dans un conducteur ohmique

1. On applique I'équation de Maxwell Gauss et ’équation de conservation de la charge: divE = 1 et
€0
dp
di =0.
1V ] + = ot
On écrit également la loi d’Ohm local ? = ”yﬁ.
d
On en déduit ’équation différentielle d—? + lp = 0. La solution est de la forme p(t) = poe "7 avec
€0

€0 _
r="~10"9%

8l
Cela signifie que pour un temps de lordre de 57 la densité volumique de courant est nulle. Ainsi pour

1 1
T >> 57, on peut dire que p = 0 a tout instant. Cela correspond a f = T << = ~ 210" Hz.
T

2. On écrit @(@ﬁ) = grad(divﬁ) — AE soit en remplagant avec les équations de Maxwell on a:

) N OF PE _ o P

rot(——-) = (uovE + uoeoa ) = —HoY - — H0€0—fFg =
o) = "ot ot ot ot2

0*F OF _c
o012 — HoY 5, ot .
Pour v = 0, on est dans le vide et on retrouve une équation de propagation de la forme de d’Alembert avec

Veolo

On remplace la solution proposée E = Fyege

L’équation de propagation est donc AE — H0€0—=—5—

pour célérité des ondes.

iwt=k2) dans 'équation de propagation en notation complexe.

2
OnaAE = %ﬁ = -K°E
On a % = —in
2
On a 865 = —wQE

2
On obtient donc k* = ucj— — THpYWw.

3. On cherche a simplifier la somme dans k? donc pour cela on compare les deux termes qui interviennent
C—2 €ow  €2rf  €2mc 107 1 2710.3.108

dans la somme, on en fait le rapport: =— = = ~ ~0,1<<1.
a HHe, of eh fait f¢ Tabbot oYW ~ ~ Ay 6.10-7.108

. . 1—i 1—i 2
On a donc k% ~ —ipgyw = e~/ pyyw soit k = e~ ™/4 /royw = —Z‘/uoww =2 avecs = .
V2 4 foyw

Le vecteur d’onde comprend une partie réelle donc il y a propagation et une partie imaginaire donc il y a
absorption.

On en déduit le champ électrique réel en prenant la partie réelle du champ électrique en notation complexe
soit:

E = EyelRe i(wt—%z))
= Eye Re( z(wt—— —z/6)

—z/0

= Epeze cos(wt — %)

z
Le terme de phase wt — = montre qu'’il y a propagation selon +0z

4]

—%/% montre que ’amplitude de I'onde diminue quand 'onde se propage: il y a absorption.

Le terme e

¢ s’appelle ’épaisseur de peau, c’est une distance, c’est la distance sur laquelle se propage 'onde avant d’étre
absorbée par le milieu.

2 27.3.108
4. AN: pour les ondes visibles: w = % = # =3.10'° rad/s.
2
AN: § = \/4 107 105 3.1015 — 1078 m: 'onde ne pénetre quasiment pas dans le métal.
. .108.3.



II. Exercice III: conductivité d’un métal

1. La force a pour origine les interactions, soit les chocs, des électrons avec les autres électrons et avec les
cations du réseau. 7 est un temps, c’est le temps moyen entre deux chocs. Plus ce temps est grand, moins
il y a de chocs et plus la force est faible.

2. Le rapport entre la force magnétique et la force électrique est q||vA§|| VB _V <<le enant
. rapport entr rce magnétiqu r riqu ? =— n prenan
rE

comme hypothese que la vitesse d’un électron est négligeable devant la vitesse de la alumiere (ce qui est le
cas en mécanique non relativiste!).

av
RFD appliquée a un électron: mﬁ = ¢E —ewAB +myq — Mo — _E-"v.
T T

—€T

Soit en régime forcé (en notation complexe) : m(—iw)T = —eﬁ — —7 donc ¥ = ﬁ et par suite
— wT
n€2T n€2T
_,> . ﬁ <1 N
= -—ne®W = —2—F : loi d’'ohm locale o —™— désigne 7 la conductivité qui ici est complexe.
1 —idwr 1 —idwr
Par identification avec ’énoncé on a v = 1779 oll 7o représente la conductivité en régime permanent.
- — wT

m 10731.6.107
AN: 7 =100 =6.107" s

ne? 1029.10—38
3. 3.a. Pour 7: on compare les termes dans la somme au dénominateur de 7 soit on compare 1

et wr =27 fT = 27.20. 10%.6.10715 << 1 donc on néglige wr devant 1 et 7 =~ 7o.

0
Dans I’équation de Maxwell Ampere: ol B = MoVoﬁ + poeo——. On compare les courants de conduction

ot

0
(7 = Wﬁ) et le courant de déplacement (eoﬁ) en faisant leur rapport:

E 6.107
0 T = 3 FYJ? = 590105103 >> 1. Donc on peut négliger le courant de déplacement devant le
€Eqw TJ€E .2V, .

courant de conduction. On a 7ol B = ,uo'yoﬁ.

3.b.  On écrit 7?%(7?%@) = grad(divﬁ) — AE soit en remplacant avec les équations de Maxwell on

slg?

t(— 86?)——%(#0703) ﬂo%aﬁ T - AE.

0
L’équation de propagation est donc AE = woYo——- C’est une équation de diffusion, qui traduit un

ot

phénomene irréversible, avec pour coefficient de diffusion D =

HoYo '

| D [ 1
3.c. D s’exprime en m?.s~! donc 6 = \/D.temps = ? = —f
Koo

III. Exercice V: Plasma sans collisions

1. On écrit que la densité volumique de charges est nulle soit p = ne(—e) + n.(Ze) = 0.

2. Le rapport entre la force magnétique et la force électrique est q||?A§>|| VB _V <<le enant
. rapport entr rce magnétiqu r riqu ?— =— n prenan
rE

comme hypothese que la vitesse d’un électron est négligeable devant la vitesse de la alumiere (ce qui est le
cas en mécanique non relativiste!).

dv
3. RFD appliquée a un électron: meﬁ — ¢F —e7AB +m. g = —eE—.

. - , . . —€ . —
Soit en régime forcé (en notation complexe) : mezwv_> = —eﬁ donc y—g = - E et par suite j =
WM =
2
> e n e Yo . . 7 LY
—Neev — & = —ﬁ :on reconnait la loi d’ohm locale avec v = désigne la conductivité qui ici est
TWMe WM
complexe.

Remarque: on néglige les cations car ils sont tres lourds par rapport aux électrons donc le champ électrique



. . . . . +Ze
a du mal & les mettre en mouvement. Si on tient compte des cations, par analogie on a ¥ = - E et
iwme

2 2.2
nee neZe
donc ? =(——+ — )ﬁ
= WM wme
4. La puissance volumique cédée par le champ électrique aux charges pour les mettre en mouvement est
ar - ﬁ
ar
. . dP — o
Pour calculer la moyenne au cours du temps, on peut utiliser la notation complexe: < T >= §R€( jE7]) =
- J

1
§R€(1)|E2| = 0 car la conductivité est imaginaire pure. Cela signifie que le champ électrique, sur une demi

période, donne de I’énergie aux charges pour les accélérer et sur une demi période, il prend de 1’énergie aux
charges pour les ralentir. En moyenne au cours du temps, il ne donne pas, il ne prend pas d’néergie aux
charges.

5. On écrit:

ottt E ) = grad(divE ) — Aﬁ = -AE
I'—_%ﬁ = —_{ aﬁ ﬁ? MOZ%—? — Moeoa;—ﬁ

t2

oF ”FE

On en déduit I’équation de propagation : AE — NOZE — /LQEOW =

6. On en déduit la relation de dispersion en remplacant la solution proposée dans 1’équation de propagation

9 , 9 .9 W , w?  neug w? ne? w? —wh
i —k% — poyjw — poeo(—w®) = 0 soit k7 = =z — JHoyw = z T a2 - = 2 avec
ne? s 2 1
wp = {/ — (on a utilisé ¢* = .
meg Ho€o

Pour w < w, k? est négatif donc k est imaginaire pur: cela signifie qu’il y a absorption sans propagation.

Pour w > w, k? est positif donc k est réel: cela signifie qu’il y a propagation sans absorption.

w? — wg de 1 2w
7. Poww>wponak=1—— —_——
c2 dw  2c w2 — w2
P
P . w c . L . ,
On en déduit la vitesse de phase vy = P T cette vitesse est supérieure a c, ce n’est pas grave car
w
-
ce n’est pas une vitesse matérielle.
s . do 1 wp . e .
On en déduit la vitesse de groupe: vy = S E 1- —2: cette vitesse est inférieure a ¢, ce qui est
ak w
d

w
cohérent car la vitesse de groupe est la vitesse de propagation de I’énergie, cette vitesse a du sens physique.
Ces deux vitesses dépendent de w et sont différentes, il y a donc dispersion.

8. On calcule f,. Les ondes radios ont une fréquence inférieure & f,, donc les ondes ne se propagent pas
dans la ionosphere, elles sont réfléchies sur la ionosphere.

Les ondes de communication sol-satellite ont une fréquence supérieure a f, donc elles peuvent traverser la
ionosphere.

IV. Exercice V: Plasma avec collisions

1. L t entre la f stique et 1a force électri £ d[VAB| VB _V
. Le rapport entre la force magnétique et la force électrique es T
I B

comme hypothese que la vitesse d’un électron est négligeable devant la vitesse de la alumiere (ce qui est le
cas en mécanique non relativiste!).

<< 1 en prenant

dv
2. RFD appliquée a un électron: mﬁ — ¢E - e7AB +myg — My — B -
T T

—€T

Soit en régime forcé (en notation complexe) : mjw v = —eﬁ — —7 donc 7 = TE et par suite
JwT




7'7.827' 7'7.827'

7 = —nevw = LE : loi d’ohm locale o —™— désigne ~ la conductivité qui ici est complexe.
- 1+ jwr 1+ jwr -

TL€2T 7’L€2

3. Pour la suite, on suppose wr >> 1, la conductivité approchée s’écrit donc : v = - = - .
- Jjwtm  jmw

4. 4.a. Ona E= Eyezel@t—ke)
4.b. On écrit:

rot(tot E) = grad(divE) — AE = —AE

R E) = (- 22

E ’E
) = —%(f—&{?) = —uw%—t - Moﬁo%

oF ”FE

On en déduit I’équation de propagation : AE — NOWE — /LQEOW =

On en déduit la relation de dispersion en remplagant la solution proposée dans 1’équation de propagation :

2 2 2 2_ 2 2
—k% — povjw — poeo(—w?) = 0 soit k? = ll — JHoYw = wo_nel Y TYP avec wp = e
c? c? m c? meg
4.c. Ily a propagation pour k réel soit k2 positif donc pour w > wp.
V. Exercice VI: effet cave
1. On utilise 'expression de la température:
Tras = TO + 90 et Tinin = TO - 00
Trvin + T, Traz — Tini
On en déduit donc Ty = Zmin * Tmaz _ 10°C' (c’est la température moyenne) et g = ——r """ — 909C

2
(c’est Pamplitude des oscillations de température).

L’intervalle de temps entre Ti,q2 €t Tinin est une demi-période et d’apres 1’énoncé cela correspond a 6 mois
soit T'=1 an = 365.24.3600 s.

2. [=Jkg L.K?
[p] = kg.m™?
N=WEK ' 'm*=Js K tm!

oT 2
s S z _
On cherche D dont 1'unité est: [D] = [62’;] = [7] =m2s !
022
A
On a donc D = —.
pc
- or - 0T ;
3. En notation complexe: T = Ty + F(2)e™" soit 8—? = iwF(2)e™" et 8—; = F"(2)e™".
z

On remplace dans ’équation de diffusion qui est identique en notation réelle et en notation complexe soit:

iwF(2)e™" = DE"(2)e™!. On doit donc résoudre F”(z) — %E(z) =0.

e Tl . A w , iw oW
On écrit 1’équation caractéristique: 2 — D= 0 soit 12 = o= /2=

. 147 jw w

it r = e/, [ = 22T 2y (1)
soit r e D AVD (1+14) )
La fonction F(z) s’écrit donc:
E(Z) _ A6+(1+i)’ /552 + Be—(l—i—i)a /555 2
= AetV25%e1V35% 4 Be V3b%e V257
Quand on s’enfonce dans le sol z augmente. Or le terme Ae™V 352 quand z tend vers l'infini, donc pour que
la température soit définie, il faut que A soit nul.

On a donc F(z) = Be™ V207~ "V35* 50it la température en notation complexe:
T(z,t) =Ty + F(2)e™t = Ty + Be VD% 1V 3%l



=Ty + Be V2p2c@t=V352)

On trouve la température en notation réelle en prenant la partie réelle de la température en complexe soit:

T(z,t) =Tp + Be™ V 352 cos(wt — 4/ %2)

On trouve B avec la condition aux limites T(z = 0,t) = Ty + 6o cos(wt) = Tp + B cos(wt) soit B = 0.
w

La température dans le sol est donc T(z,t) = T + fpe~ V20> cos(wt — Ez)

[ w
le terme de phase wt — Ez montre qu’il s’agit d’'une onde de température qui se propage selon +Oz

Le terme 906_\/%2 diminue quand z augmente soit quand I'onde se propage donc l'amplitude de ’onde
diminue quand on s’enfonce dans le sol. Ce qui signifie que plus on est en profondeur et plus les variations
de température autour de la température moyenne T sont faibles. Ainsi lorsque la température varie entre
—10°C et 30°C entre I’hiver et 1’été & la surface de la Terre, en profondeur, dans une cave ou dans une grotte
la température varie sur un intervalle de température moins grand: c’est l'effet cave. A la profondeur z, on
a:

Tmm(z) =Ty~ 6‘067 V22 et Tma:ﬂ(z) =T+ 6‘067 V25 %

a la profondeur z

a la surface de la Terre T(z=0,t)

T(z=0,t) en degré Celsius

en degré Celsius

Tmax=30 30

Tmax (z)

0 TO

Tmin (z)

-10
hiyer hiver hiver

Tmin=-10
hiyer hiver hiver




